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Mielas Skaitytojau, Jus atsivertéte diskreciosios matematikos paskaitu, autoriaus skai-
tytu 2003 ir 2004 metu rudens semestruose, konspekta. Klausytojai buvo magistrantai —
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remos, o ju irodymai pilni grozio. Pajuskite ji!
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I DALIS. KOMBINATORINIU STRUKTURU SUSKAICIAVIMAS

1. Adityvieji naturaliojo skaiciaus skaidiniai
Pradésime nuo paprastu uzdaviniu. Panagrinékime klasikini kombinatorikos ir skai¢iu
teorijos uzdavini: kiek karty naturaluji skaiciy n galima uzrasyti suma

(1) n:n1+~-~+nk

Cia k ir nx - bet kokie naturalieji skaic¢iai. Démenu tvarka laikykime nesvarbia, todél
papildomai galime reikalauti, kad butu n; > --- > ng > 1. IeSkomasis skaicius vadinamas
Eulerio-Hardy-Ramanujano vardu ir zymimas p(n). Sugrupave vienodus démenis, (1)
lygybe galime uzrasyti ir taip:

(2) n:1k1+~--+nkn.

Dabar k; > 0 nurodo, kiek démenu, lygiu j buvo (1) skaidinyje. taigi, p(n) - isreiskia ir
vektoriu k = (k1,...,k,) € ZT, tenkinanciu (2) lygybe skai¢iu. Skaidinius (1) arba (2)
galima vaizduoti lentelémis:

vadinamomis Jungo arba Ferero diagramomis.

Eulerio teorema. Tegu p(0) =1, tada

Sopmyer =T -¢) = ft), teC, |i<L

n>0 j>1
Euleris sia tapatybe naudojo formaliai, be griezto pagrindimo. Taip mes daznai elg-
simeés ateityje, bet §i karta pateiksime visas irodymo detales.

[rodymas. Tarkime m - bet koks natturalusis skaic¢ius. Kai [t| < 1, galime dauginti
panariui baigtini skai¢iu absoliuc¢iai konverguojanciu eiluciu

fu@) =[O =)=t 4824 ) (Lt 2 ) =
j<m

_ Z tlkzl—l—”-—l—mkm _ me(n)tn,

E1yeeoskm >0 n>0
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¢ia pp,(n) — lygties 1k1+- - -+mk,, = n sprendiniu, priklausanc¢iu Z*™ skaicius, p,,(0) = 1.
Aigku, pp,(n) < p(n) ir ppr(n) = p(n), kai 1 < n < m. Taigi,

fn@®) =1+ pm)t"+ > pm(n)t".
n=1 n>m+1

Srityje 0 < t < 1 dalinés sandaugos f,,,(t) konverguoja i begaline sandauga f(t). Be to,
fm(t) < f(t), todél

> ()" < fnlt) < f(2).
n=0

vadinasi, eiluteés

S op()t", > pm(n)t”

n>0 n>0

konverguoja, pastaroji — net tolygiai m atzvilgiu. Pastebéje, jog p,(n) — p(n), kai
m — o0 su visais n > 0, srityje 0 < ¢ < 1 pereiname prie ribos ir gauname

Zp(n)t” = W}l_rfloo me(n)tn = lim fm(t) = f(t)

n>0 n>0

Pastebéje, kad nagrinéjamos eilutés ir sandaugos konverguoja absoliuciai srityje |t| < 1,
galime teigti, kad lygybé galioja ir Siame realiosios tiesés intervale. Pagal analizinio
pratesimo principa tapatybé galioja netgi kompleksinés plokstumos vienetiniame skritu-
lyje. o

Pastebékime, kad kiekviena naturaliojo laipsnio Saknis yra funkcijos f(¢) polius, todél
vienetinis apskritimas yra natturali jos analizinio pratesiamumo riba. Naudojantis Kosi
formule galima toliau nagrinéti seka p(n), bet tai — gana sudétingi skai¢iavimai. Dvide-
Simto amziaus pradzioje Hardis ir Ramanudzanas, pvz., irode, kad

3 rs
p(n) ~ 4£€27T n6 - .
n

2. Aibés skaidiniai. Belo skaiciai
Tarkime A — n elementu aibé (n aibé). Nagrinékime visas jos iSraiskas nesikertanc¢iu
ir netuscéiu jos poaibiu sajungomis

A= A, AL CA, AgnNA;j =0, 1<j<k<s;
k=1

¢ia n — bet koks naturalusis skai¢ius. Tokiu skaidiniy kiekis vadinamas Belo skai¢iumsi ir
zymimas B,. Panagrinékime ji.
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1 teorema. Susitarkime, kad By = 1. Tada
B, = zn: n=hp n>1
n — £ E—1 n—k> = 1.

[rodymas. Galime nagrinéti aibe A = {1,...,n}. Bet koks A skaidinys poaibiais turi
viena poaibi ) su skai¢iumi n. Tegu

Q={nfUX CA né¢X,

o X yra (n—1) aibés A\ {n} poaibis. Jei |Q| = k — aibés @ elementu skaicius, tai kintant
X galima sudaryti (2:}) poaibiu Q.

Pagal Belo skai¢iaus apibrézima aibé A\ @ gali buti isskaidoma sajungomis B,,_j kartu.
Kadangi visas A sajungas galime gauti iSrenkant aibes @ ir iSskaidant likusi poaibi, tai

B,=Y" <Z:D By

k=1
<

Kombinatorikoje daznai naudojami antros rusies Stirlingo skaiciai, S(n, k), iSreiskian-
tys n aibés skaidiniu, turinc¢iu sajungose k poaibiu, skaic¢iu. Tad,
n
B, =) S(n,k).
k=1
Stirlingo skaicius S(n, k) taip pat galima apibrézti ir lygybe
n
t" =Y S(nk)tt— 1) (t—k+1).
k=1

Véliau naudosime Belo skai¢iu eksponentine generuojancia funkcija

Bit)=Y" B;;‘m.

2 teorema. B(t) = exp{e! —1}.

[rodymas. IS 1 teoremos iSplaukia




Issprende diferencialine lygti

B’ '
— =e
B
su pradine salyga B(0 = 1, baigiame teoremos irodyma. o

Isvada (Dobinskio formulé).

ﬂ:lr—t

Sy

k!’

k>0

[rodymas. Skai¢iuojame B(t) naudodami 2 teoremos rezultata ir gauname

:elzij Sy Ly

k>0 k>0 "ns0
—1 n
>S5
n>0 k>0
Sulygine B(t) koeficientus, gauname norima formule. o

Kombinatorikoje sutinkami ir kitokie aibés skaidiniu uzdavinio variantai. Tarkime,
reikia rasti n aibés skaidiniu sajungomis i§ k£ poaibiu, kuriu pirmame yra n; elementu,
antrame — ng, o k-ame — ny elementuy, skaic¢iu. Tokiu skaidiniu skai¢ius lygus polino-

miniam koeficientui
( n ) n!
Niyeen, N ny!...ng!

Cia be to, ny + - - + ny = n.

3 teorema. .
1
B,, = n! —_—
n="n ) 1;[1 DR

kez*tm
1k1+--4+nk,=n

Irodymas. Vektorius k = (ki1,...,k,) suk; € Z* tokiai, kad 1ky +- - -+nk,, = n, nusako
skaidinio struktura: jame yra k; galios j poaibiu. Pasidarykime k; dézuciu, kuriose gali
tilpti 7, 1 < 5 < n, skaiciu:

kl kj kn
/_M 7 - N - N
—— N—— N—— ——

7 7 n n

Bet kaip iSdéstydami visus n skaiciu i jas, t.y. panaudodami visus n! kéliniu, gauname
nurodytos strukturos skaidinius. Atkreipkime démesi i pasikartojimus. Ju priezastys yra
dvi:

(i) poaibiu tvarka skaidinyje yra nesvarbi;



(ii) j galios poaibio elementu tvarka irgi nesvarbi.

Kitaip tariant, naudojant jvairius kélinius, to pacio didumo dézutés su iraSytais skai-
Ciais galéjo keistis vietomis ir duoti tuos pacius skaidinius. Dél (i) priezasties kievienas
skaidinys buvo pakartotas

kil kil k!

kartu, o dél (ii) priezasties —

(A% (YR L (nd)ke
kartu. Padalije n! i$ siu sandaugu, gauname reikiama formule. o

3. Polinomai virs baigtinio kiino

E.Galua irodé, kad kiekvieno baigtinio ktino elementu skaic¢ius yra pirminio skaiciaus
laipsnis, kuri pazymékime ¢, be to, kiekvienam ¢ galima apibrézti tokios eilés kiina, kuri
zymésime F,. Nagrinésime polinomu virs jo zieda F,[z]. Tegu Fj[z] — polinomu su
vienetiniu vyriausiuoju koeficientu multiplikacinis pusgrupis. Pagal pagrindine polinomu
skaidumo teorema kiekvienas f € Fj[r] daugikliu tvarkos tikslumu yra iSskaidomas
pirminiu (neskaidziu vir§ F,) polinomu sandauga

(1) f=p1...ps.

Cia p; € F;[z]. Tarkime, kad polinomo f laipsnis yra n ir (1) skaidinyje yra k; pirminiu
polinomu, kuriu laipsnis yra j, 1 < 7 < n. Turime sarysi

2) 1y + - + nky, = n.

Tegu 7(j) — j laipsnio pirminiu polinomu su vienetiniu vyriausiuoju koeficientu skaic¢ius.
Rasime jo asimptotini kitimo pobudi, kai j — oo.

1 teorema. Kickvienam naturaliajam n teisinga lygybé

n _ - 7T(_]) + kj — 1
r= Y (VT
kez*m 7=l !

1k1+--4+nk,=n

[rodymas. Pastebékime, jog ¢" lygus n laipsnio polinomu i§ F [x] skai¢iui. Visus tokius
polinomus suskirstykime i klases. Tegu viena klase sudaro n laipsnio polinomai, kuriu
(1) skaidinyje yra k; j-o laipsnio pirminiy polinomu. Vektorius k vadinamas Sios klasés
polinomu strukturos vektoriumi. Jis tenkins (2) salyga ir vienareiksmiskai apibrés na-
grineéjama klase.

Kadangi kiekviena polinoma galima suvokti kaip pirminiu polinomu (1) sandauga,
suskaiciuokime, kiek tokiu sandaugu galima sudaryti. Pirminius polinomus, kuriu laipsnis



yra j, galime imti su pakartojimais i§ visos ju aibés, turin¢ios m(j) elementu. Pagal
kartotiniu deriniuy apibrézima gauname

5 (74551 _ g (779)

galimybiu. Skirtingu laipsniu polinomu rinkimas atliekamas nepriklausomai, todél na-
grinéjamos klasés polinomu skaicius lygus Siu koeficientu sandaugai, o visu n laipsnio
plolinomu skai¢iu gausime sudéje Sias sandaugas pagal struktiiros vektorius k, tenki-
nancius (2) salyga. o

1

2 teorema. Jei z € C, |z| <q™ ", tai

S g =g = [[0 - )0,

n>0 j>1

[rodymas. Pasinaudokime apibendrintaja Niutono binomo ir (3) formulémis. Gauname
. . Nk — 1\ .
(1—29)"6) = Z (7?(]) 4]; )ng‘
k>0

Formaliai dauginkime Sias eilutes pagal 7 > 1 ir gautuosius démenis grupuokime pagal
vienodus z laipsnius. Gauname

[[o-= "= Y (”(1) *];1"“’1 - 1) Sk (”(2) ZfZ - 1) 2k _

jz1 k1,k2,-->0

kez™m
1k1+--4+nk,=n

Pagal 1 lema apskliaustasis koeficientas lygus ¢”. Taigi formali lygybé yra irodyta.
Panasiu formaliu operaciju pagrindima, esame aptare skyrelyje apie naturaliojo skaiciaus
skaidinius. o

Skai¢iu teorijoje yra apibréziama Miobiuso funkcija:

1, jeim =1;
u(im) = ¢ 0, jei egzistuoja pirminio skaiciaus kvadratas, dalijantis m;

(—=1)%,  jei m issiskaido k skirtingu pirminiu skai¢iu sandauga.

Viena iS jos savybiu yra iSreiskiama apgrezimo formuléje.

Lema (Miobiuso apgrezimo formulé). Lygybés

ay = an i b, = Zu(m)an/m, Qn, by € C,

m|n mln
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yra ekvivalencios. Cia sumuojama pagal visus naturalivosius n daliklius.
[rodymas. o

3 teorema. Su visais naturaliiaisiais skaiciais n teisinga formulé

w(n) = = 3" ulm)"/™ = ¢ fn + Olng™?).

min

Irodymas. Logaritmuodami 2 teoremoje gauta generuojancios funkcijos icraiska, gau-
name

Vadinasi,

Taigi, pirmasis teoremos teiginys iSplaukia i§ Miobiuso apgrezimo formulés. Ivertis gau-
namas atskyrus démeni, kai m = 1, ir trivialiai ivertinus kitus démenis. o

UZduotis. Irodykite, kad pusgrupyje F’("I[x] n-ojo laipsnio polinomu, neturinc¢iu kartoti-
niu pirminiu daugikliu (bekvadraciy) skaicius

- £ HI(Y)



4. Rusiavimo algoritmas ir binarieji medziai

Informatika irgi ikelia kombinatoriniu uzdaviniu. Ypac aktualios yra algoritmu teorijos
problemos. Nagrinékime bene populiariausia duomenu riisiavimo uzdavini.

Tarkime, kad reikia sutvarkyti n skirtingu duomenu sarasa {a1, ..., a,} pagal koki nors
pozymio (rakto) didéjimo eile. Paprastumo délei laikykime, kad duomenys yra realieji
skaiciai, todel raktas yra ju didumas. Kai n = 3, algoritmas galétu buti toks, kaip
pavaizduota paveiksle.

Lakoniskai iliustruodami, gauname plokscéiaji grafa, vadinama binariuoju medZiu:

\
O

Tokius medzius galime apibrézti rekursyviai, t. y. naudojant pilnosios matematinés
indukcijos principa.

Apibrézimas. Medis T' yra binarusis, jeigu

(i) jame yra virsuné (vadinama Saknimi), sudaranti T, arba

(ii) ji yra sujungta su kairiuoju ir desiniuoju binariaisias medziais.

Aigku, (i) atveju turime tusciaji pirmos eilés medi, sudaryta i$ vienos virsunés, o (ii)
atveju kairysis ir deSinysis medziai yra mazesniu eiliu negu 7', todel ju apibrézimas galéjo
biti laikomas indukcine prielaida. Zinoma, binaruji medi galima nusakyti isvardijant jo
budingus bruozus. Kai jo eilé yra didesné uz vieneta, reikalaujama, kad jis turétu savybes:

(iii) jame yra viena antrojo laipsnio virsuné, laikoma aknimi;

(iv) kitu virsuniu laipsniai yra lygus 1 (jos vadinamos lapais) arba 3 (vidinés virsunés);

(v) briaunu isvedimas kairén ar desinén yra iskaitomas, t.y. jos laikomos skirtingomis.

Atkreipkime démesi i tai, kad takas nuo saknies iki lapo (medyje toks takas yra vienin-
telis) binariajame medyje, vaizduojan¢iame algoritma, atitinka kazkokio saraso duomenu
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surtiSiavima. Rusiuojant n duomenu, kad programa veiktu visais imanomais atvejais, is
viso lapu turi buti ne maziau negu N := n! lapu. Kiekviena binaru medi su §ia savybe
atitinka rusiavimo algoritmas, todél svarbu suzinoti binariuju medziu, turinc¢iu N lapu,
skaic¢iu C'y. Susitarkime, kad C; = 1. Skaic¢iai C'y vadinami Katalano vardu. Rasime ju
savybiu.

Teorema. Katalano skaiciai Cn tenkina rekurentuji sarysi

N-1
(1) Cn=) CiCn_k, Ci=1
k=1
Be to,
1 (2N -2\ 22(N-D
(2) CN — A7 ~ 2 ’
N\N -1 N2y/1

kat N — oo.

[rodymas. Tegu N > 1. I§ binaraus grafo atéme jo Ssakni, gauname du binariuosius
medzius. Tarkime, kairiajame i§ ju yra k lapu, o desiniajame — (N — k) lapu. Cia k gali
buti bet kuris is skaiciu 1, ..., N —1. Pagal Katalano skai¢iaus apibrézima galime neprik-
lausomai sudaryti Cj, kairiuju medziu ir Cy_g_1 deSiniuju. Sudéje pagal k, baigiame (1)
lygybes irodyma. Kitos lygybés irodymui panaudojame generuojancia sekos Cn funkcija

F(t):= ) _ Cnt".

N>1
Kadangi
N—-1
F(t)? = Z ( Z CkCN—k)tNa
N>2 N k=1
todél

F(t)=t+ F(t)?
ir F(0) = 0. Vadinasi,

F(t) = %(1 —(1— 4t)1/2).

Naudodami apibendrintaja Niutono binomo formule, randame koeficienta prie tv. Jis

lygus
1 (2N =3)14¥ (2N —2)!

112 B
CN__§<N)(_4)N_§ 2NNl (N —1)INI'

Taigi, (2) lygybé irodyta. Teoremoje pateikta asimptotika isplaukia i§ Stirlingo formulés:

V2rn(n/e)” < n! < Y2/ 2rn(n/e)".
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5. Vidutinis kelio ilgis greitojo rusSiavimo algoritme

Algoritmo kokybé priklauso nuo vidutinio panaudotu duomenu palyginimu skaiciaus,
laikant, jog duomenu sarase dydziu tvarka yra vienodai galima. Kaip istirti §i algoritmo
parametra, ypac¢ kai duomenu skaicius didéja? Binariajame medyje ji atitinka vidutinis
tako nuo Saknies iki lapo ilgis. Kaip ir anksc¢iau rusiuokime n skirtingu duomenu sarasa
{a,...,a,} pagal rakto didéjima. Tegu duomenu raktas yra ju didumas. Panagrinékime
viena i populiariausiu rusiavimo algoritmu, vadinama greituoju arba Hoare’s algoritmu:

(i) zingsnis: imame pirmaji saraso elementa a = a; ir sudarome du dalinius duomenu
sarasus L~ ir LT tokius, kad L~ duomenys buitu mazesni uz a, o L™ duomenys biity
didesni;

(ii) surusiuojame L~ ir LT;

(iii) turédami surtis$ivotus L~ ir LT bei ju tarpe a, baigiame procediira.

Teorema. Tarkime, kad q, - n duomenuy saraso elementy vidutinis palyginimuy skai-
cius naudojant Hoarés algoritma. Tada

qn = 2nlogn+ 0O(n), n > 2.

[rodymas. Pastebékime, kad pirmajame algoritmo zingsnyje visada atlieckame n — 1
duomenu palyginimu. Antrame zingsnyje atskirta aibé L™ su vienoda tikimybe gali turéti
k=1,...,n—1duomenu, o L™ - (n — 1 — k) duomenu. Jas sutvarkydami vidutiniskai
naudojame qi + ¢,—1—x palyginimu. Vidurkinant pagal k ir prisimine pirmaji Zingsni,
gauname

n—1 n—1
(2.1) Gn=mn—14+ — I;Qk+qn 14+k) = n_1+5,§_:1%'

Aigku, kad ¢g; = 0. Naudodami generuojancias funkcijas randame sekos ¢,, asimptotika.
Pazymeékime

oo

n=1

Padaugine panariui (2.1) i§ nt™ ir sudéje pagal n > 1, gauname

(2.2) D ngat" =Y n (”—1t"+22(z )

n>1 n>1 n>1

Matome, jog kairéje puséje esanti eilute lygi tQ’(t). Ieskodami pirmosios eilutés desinéje
puséje israiskos, pora kartu panariui diferencijuojame begaline geometrine progresija

dotr=1-t7" <L

n>0
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Gauname, kad ieskoma eilute lygi 2¢2/(1 —t)3. Paskutinés eilutés (2.2) formuléje ieskome

naudodami lygybe
n—1
DITESH O

n>1 n>1 n>1 k=1

Taigi, § (2.2) isplaukia

2
2 2Q(t)

(23) Q0= o T o

Issprende §ia pirmos eilés diferencialine lygti, kai patenkinama pradiné salyga Q(0) = 0,
gauname

log(1 —
Q) = —pt o8l —1) +(1°f(t)2 t) _
U
:2(1+2t+3t2+---)(5+§+---).

IS ¢ia gauname
(n—k+1)=2nlogn+0O(n), n>2.

Teorema irodyta. o

Zinoma, kad bet kokiame rusiavimo algoritme vidutiniskai reikia ne maziau negu
logy N! =~ 1,44...nlogn saraso elementu palyginimu.

6. Medziu skaicius. Cayley’io teorema.

Panagrinékime kitokius negu binarieji medziai grafus. Tarkime G = (V, E) — grafas,
kurio vir§tniu aibe V' yra netuscia, o briauny aibé E yra sudaryta i§ nesutvarkytuju poru
e=uzy,dlaz,y €V, x #y. Grafai G = (V, E) ir G’ = (V', E’) vadinami izomorfiskais, jei
egzistuoja bijekcija ¢ : V' — V' tokia, kad xy € F tada ir tik tada, kada ¢(z)o(y) € E'.
Skai¢iuojant fiksuotos eilés |V| = n grafu skai¢iu izomorfiskus grafus laikome lygiais.
Idomesnis yra grafu su sunumeruota virstniu aibe, vadinamu numeruotaisiais grafais,
atvejis. Dabar izomorfizmas turi islaikyti ir numeracija, t.y., jei x yra i-toji G grafo
virguné, tai izomorfiskame G’ grafe ¢(x) turi buti irgi i-taja virsune. Pradékime nuo
paprasto teiginio.

1 teorema. Is viso yra
2n(n—1)/2

neizomorfisky numeruotyjy n eilés grafy.

[rodymas. Pastebékime, kad uzdavinys ekvivalentus pilnojo numeruoto grafo K" po-
grafiy skaiciaus nustatymui. Bet kurios briaunos e = x;z; galu numeriai nurodo, kurias
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virgtnes ji jungia, todél skai¢iuojamus pografius vienareiksmiskai apibrézia galimi briaunu
poaibiai. Pilnajame grafe yra n(n — 1)/2 briaunu, todél briaunu aibés poaibiu skai¢ius
lygus teoremoje nurodytam dydziui. o
Ketvirtame skyrelyje radome tam tikru neizomorfiSku nemumeruotu ploksciu medziu
skaiciu. Kaip elgtis numeruotu medziu atveju? 1889 metais Cayley apskaic¢iavo neizo-
morfisku numeruotu n tos eilés medziu kieki 7'(n)? Pradzioje isitinkiname, jog yra

4]
—+4=16
2—|—

skirtingu 4-os eilées medziu. Savarankiskai panagrinékite didesnés eilés medzius.

Cayley’io teorema. I$ viso galime sudaryti n"~? neizomorfisky numeruoty n eilés
medziy.
1 -sis jrodymas (Priifer’io). Tarkime G - nagrinéjamu medziu aibé. Kadangi seku
aibés
{(a1,...,ap—2): 1<a; <n,1<i<n-—-2}=A

galia yra n"~2, pakaks rasti bijektyvu atvaizdi A — G.

Kai n < 2, teiginys akivaizdus.

Tegu toliau n > 2. Medziui G = (V, E), kurios virsuniu aibé sunumeruota, V =
{z1,...,x,}, vienareiksmiskai priskirsime seka a = (a1, ..., a,-2) € A, vadinama medzio
Priifer’io kodu. Pradékime nuo medzio galinés virsunés, kurios laipsnis lygus 1. Tokios
vir§tinés egzistuoja, nes kiekviena briauna turi dvi virStunes ir todel

Z&(xi) =2(n—1).

Is keliu tokiu virsuniu isrinkime ta, kurios indeksas yra maziausias. Tegu tai virSuné
Zp,, 0 a1 - indeksas virsunes, gretimos pirmajai. Grafas G — xp, yra n — 1 eilés medis,
todél procesa galima kartoti, kol virstiniu, likusiu grafe, skaicius yra didesnis uz 2. Kai
Sis skaicius lygus 2, mes jau esame sudare vienintele seka (ai,...,a,_2).

Atvirksciai, ar bet kokiai sekai a« = (aq,...,a,—2) € A galima vienareiksmiskai priskirti
medj? Atidékime n virSuniu ir brézkime norima medi, vadovaudamiesi zemiau nurody-
tomis taisyklémis:

a) jei by - maziausias i§ bent dvieju naturaliuju skai¢iu (i§ 1,...,m), nepasirodziusiu
sekoje a, tada junkime zp, su x,,;

b) aibe {1,...,n} pakeiskime {1,...,n}\ {b1}, o a - seka (az,...,ap_2);

c) procesa kartojame, kol issemiame visa seka (tuo paciu nubréziame n — 2 grafo
briaunas);

d) tarpusavyje sujungiame dvi likusias virsunes.

Taip vienareikSmiskai gautasis grafas yra medis, nes jis jungia visas n vir§uniu, o jo
didumas yra n — 1.

Kadangi abu nagrinéti atvaizdziai yra vienas kito atzvilgiu yra atvirkstiniai, teorema
irodyta.
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Grafu teorijai artimesnis kitas Cayley’io teoremos irodymo budas.

Antrasis teoremos irodymas. Tarkime T'(n,k) - kiekis n tos eilés medziu, kuriuose
fiksuota virstine x € V yra k-ojo laipsnio, 2 < k < n — 1. Virsinés numeris nesvarbus, jo
neminésime. I§vesime sarysi tarp T'(n, k) ir T(n,k — 1).

Imame medj G, kuriame d(z) = k — 1. Jame iSmeskime briauna uv, neincidencia su z.
Grafas skilo i du pomedzius, viename i ju yra virSunés x ir v arba x ir v. Tarkime, yra
pirmasis atvejis. Sujunge dabar x su v, gauname vél medi G’, kuriame d(x) = k. Pora
(G,G") pavadinkime junginiu ir suskai¢iuokime ju kieki dviem budais. Kadangi grafui
G mes galime sudaryti tiek G’, kiek yra briaunu su auks¢iau minétomis savybémis, tai
vienam G mes turime n—1—(k—1) = n—k partneriu. Taigi, i viso yra (n—k)T (n,k—1)
junginiuy.

Skai¢iuokime ta pati skaic¢iu kitu budu, pradédami nuo G’, kuriame d(z) = k, k > 2.

Tarkime x1,..., 2z, - gretimos x virsunés. Paeiliui iSmesdami briaunas xz;, ¢ = 1,...k,
mes ”atskeltume” pomedzius 11, ..., Tk, kuriu eilés tegu bus nq, ..., ng,
(1) ny+---+np=n-—1

Grafo G’ partneri junginyje dabar konstruojame tokiu budu:

a) iSmetame xx1, o véliau virsune x; sujungiame su bet kokia i§ virsuniu, nepriklau-
san¢iu T (turime n — 1 — n; galimybiu);

b) ta pati kartojame su T, ..., Tk.

Atsizvelge i grafu G’ kieki T'(n, k) ir (1) i$ viso gauname junginiu

ZT(n, k)(n—1—mn;) = (n—1)(k—1)T(n,k).

Sulygine abi junginiu skaiciaus formules, gauname
(n—1)(k—1)T(n,k)=(n—k)T(n,k—1).

Kai £ = 1, §i rekurencioji formulé irgi teisinga. Jos nagrinéjimui galime panaudoti
akivaizdu fakta, kad T'(n,n — 1) = 1 (zvaigzdinio grafo atvejis). Gauname

T(n, k) = (Z - f) (n—1)"=h=1,
Sudédami sias lygybes, iSvedame medziu kiekio T'(n) formule
n—1 nol o,
T(n) = ZT(n, k) = Z (k: B 1) (n—1)"*l=((n-1)+1)"2=n""2

Teorema irodyta. o

Numeruota medj su viena isskirta virStune, Saknimi, vadinsime Sakniniu medziu.
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Isvada. Yra d,, := n""! Sakniniu n eilés medzi.

Irodymas. Kiekvieno medzio, kuriu kieki nusako Cayley’io teorema, Saknimi gali bti
bet kuri virsuneé. o

Sakniniai numeruoti medziai vadinami Cayley’io vardu. Baigtinis ju rinkinys vadi-
namas Sakniniu misku. Ji sudaranc¢iu medziu Saknu rinkinys laikomas misko saknims.
Kai misko medziu tvarka yra iskaitoma, miskas vadinamas ploksc¢iuoju. Jo Saknis bus
sutvarkytasis medziu Saknu rinkinys.

2 teorema. Jei q, —n eilés sakniniy misky skaicius, tai
(2) G = (n+1)""".

[rodymas. ITmkime (n+1)-os eilés Cayley’io medj ir atimkime jo 8aknj, turéjusia numeri
je{l,...,n+1}. Medis skyla i n eilés miska. Sunumeruokime jo virsunes pirmaisiais n
naturaliyju skaiciu. Tuo tikslu buvusius vir§uniu indeksus, didesnius uz j, sumazinkime
vienetu. Nepriklausomai nuo buvusio j, gauname viena numeruota n eilés miska. Taigi,
is (n+ 1)-o0 (n + 1)-o0s eilés medzio gavome viena mazesnés eilés miska.

Atvirksciai, turédami n eilés Saknini miska i$ keleto Cayley’io medziu, ivedame papil-
doma virstune, ir ja briaunomis sujungiame su medziu Saknimis. Priskirdami paeiliui
papildomajai virstinei numerius j = 1,...,n+1 ir buvusiu vir§tiniu indeksus, ne mazesnius
negu j padidindami vienetu, gautume (n+ 1)-a (n+ 1)-os eilés Cayley’io medj. Vadinasi,
Gn = dp+1/(n+1). Dabar (2) isplaukia is Cayley’io teoremos. o

7. Simetriné grupe

Viena i§ svarbiausiu kombinatoriniy struktiru yra simetriné grupé. Paminésime pora
jos savybiu. Bijektyvus n aibés X atvaizdis o i ja pacia vadinamas keitiniu. Paprastumo
deélei, tegu X = {1,...,n}, tada o patogu zyméti lentele

12 ...n
o= ,
lo 20 .... no
kurioje jo yra elemento j vaizdas, 7 = 1,...,n. Tegu S,, visu keitiniu aibé, o 01,02 du

jos atstovai. Lygybe
jlo1o2) = (joi)oz, 1<j<n

apibrézia algebrine operacija, vadinama keitiniu daugyba. Algebroje irodoma, kad S,, Sios
operacijos atzvilgiu yra grupe, vadinama simetrine grupe. Jos eilé yra n!.
Jei keitinys s skirtingu skai¢iu ji,...,Js, 1 < s < n, vaizduoja cikliskai, t.y.

Ji— g2 Js 0,

o kiti skaiciai palieckami vietoje, tai ji vadiname s ilgio ciklu. Toki keitini patogu zymeti
viena slankiyjy simboliy eilute

(1) (J1j2 --- Js)-
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1 teorema. Yra (s —1)! s ilgio cikly.

Irodymas. Anksciau pastebéjome, kad galime sudaryti s! kéliniu i§ s elementu, kurie
pagal (1) susitarima duotu ciklus. Dabar atkreipkime démesi i tai, kad zymédami ta pati
cikla, galéjome pradéti nuo bet kurio elemento ir cikliskai testi toliau. Vadinasi, darant
i§ visu kéliniu ciklus s kartu pasikartos tas pats ciklas. o

Jei {j1,...,ds} N {i1, ... im} =0, tai ciklai

(jla"'vjs)a (h,,lm)

vadinami nepriklausomais.

2 teorema. Kickvienqg keiting galima isreiksti nepriklausomuy cikly sandauga
(2) 0 =K1 " Ky.

Cia w = w(o) — cikly skaicius. Be to, tokia israiska yra vienintelé daugikliv uzZrasymo
tvarkos tikslumu.

[rodymas. Panaudokime algoritmizuotus samprotavimus. Jeigu j dar néra priskirtas
nagrinéjamo keitinio o ciklui, tai raskime maziausia naturaliji skai¢iu m su savybe jo™ =
j. Toks m < n egzistuoja, nes turime ne daugiau negu n skirtingu skai¢iu sekoje jo,
k > 1. Sudarome cikla

k= (jjo ... jo™ ).

Tai i§ tiesu yra ciklas, nes lygybé jo* = jol sul < k <1 <m =1, déka j = jo'=F,

priestarautu m minimalumui. Skaic¢ius m biutu Sio ciklo ilgis.

Toliau taip pat skai¢ius X\ {7, jo, ..., jo™ '} skirstytume i ciklus. Naujasis ciklas biitu
nepriklausomas nuo pries tai sudaryto. IS tiesu, jei ¢, i¥ = 4, — skaicius, nepriklausantis
pirmajam ciklui, tai lygybé

(3) jo* =io!

vesty prie sarysio jo*TP~! = i, rodancio, kad ¢ turétu priklausyti pirmajam ciklui.
Priestara akivaizdi. ISséme visus X skaicius, baigiame skaidinio egzistavimo irodyma.
Jei egzistuotu pora skirtingu skaidiniu ciklais, besiskirian¢iu ne tik iSdéstymo tvarka,
tai turetu egzistuoti bent vienas elementas, patenkantis i du ciklus ir todél jam rastume
dvi israiskas, tarkim, (3). Tai vél duoda priestara. o
Kombinatorikai svarbu, kokio ilgio ir kiek cikly sudaro keitinj. Pazymékime k; j ilgio
ciklu (2) skaidinyje, 1 < j < n. Aisku,

(4) k1 +---+nk,=n

o ciklu kiekis lygus w(o) = ki + --- + k,,. Vektoriu k := k(o) = (ky,...,k,) € Z™"
vadinsime keitinio o strukturos vektoriumsi. Jis turi ir algebrine prasme.

Du simetrinés grupés S,, keitiniai o ir o7 vadinami jungtiniais, jeigu egzistuoja 7 € S,,
toks, kad

(5) o=T1o17 "
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Cia 77! keitiniui 7 atvirkstinis keitinys.
3 teorema. Du keitiniai yra jungtiniai tada ir tik tada, jei ju strukturos vektoriai
sutampa.
[rodymas. Tarkime k = (z1, ..., xy) - keitinio oy ciklas, o1 yra jungtinis su o ir galioja
(5) sarysis. Turime
T1 = TpO1, Tog = L1071, ..., Tk = Tk_1071.

Pazymékime y; = z;771, 1 < j < k. Patikriname, jog (v1,...,yx) - keitinio o ciklas:

we = uy(ror ™) = () ™) = (00T = 2 =y,

jeij=1,... . k—1,ir
Ypo = ($k01)7'_1 =7 =y

Isreiske i8 (5) keitini o1 per o, panasiai isitikintume, jog ir bet koks o ciklas atitinka o
to paties ilgio cikla.

Tarkime dabar, kad k(o) = k(o1). Imkime ju israiskas ciklais. Tegu (zi7s...x,) -
bendrasis ciklas keitinyje o, o (y192...ys) - keitinyje o1. Atitinkamai sutvarkius ciklu
iSdéstymo eile, sudarykime keitini

(...wl T ... xs)

T = .

Y1 Yz Ll Ysee

Patikrinkime (5) formule. Du aibés atvaizdziai lygus, jei ju reikSmeés tuose paciuose

taskuose sutampa. Kaip vaizduoja z; atvaizdis o Zinom, o i ka atvaizduoja tuos pacius
skai¢ius 701771, surandame:

zi(torm ) = (z7)om = (yjo0) Tt =y = 24,
jei j=1,...,s— 1. Panagiai gautume (7017~ ') = z;. Rastosios reik§meés sutampa su
x; vaizdais, naudojant o. (5) lygybé irodyta. o

Jungtinmiai elementai grupéje S,, sudaro atskira klase, ja vienareikSmiskai atitinka
strukturos vektorius k, kurio sveikos neneigiamos koordinatés tenkina (4) lygybe.

4 teorema. Jei Simetrinés grupés S, jungtiniy elementy elementy klasé S (l?;) apibre-
zitama strukturos vektoriuma k, tai joje yra

_ n 1
S =nt ] o
j=1"7

keitiniy.
[rodymas. Pasinaudojame 2.3 teoremos irodymo idéja. Tureédami strukturos vektoriuy,
pasidarykime k; dézuciu, kuriose gali tilpti j, 1 < 5 < n, skaiciu:
kl kj k:n

/_/H I N N
e () o) e Cr ) G ) )
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Bet kaip iSdéstydami visus n skaiciu i jas, t.y. panaudodami visus n! kéliniu, gauname
nurodytos strukturos keitinius. Atkreipkime démesi i pasikartojimus. Ju priezastys yra
dvi:

(i) ciklu tvarka keitinyje yra nesvarbi;

(ii) j ilgio cikla galima uzraSyti j budu, kei¢iant cikliskai jo elementus (zr. 1 teoremos
irodyma).

Kitaip tariant, naudojant jvairius kélinius, to pacio didumo dézutés su iraSytais skai-
¢iais galéjo keistis vietomis ir duoti tuos pacius keitinius. Dél (i) priezasties kievienas
keitinys buvo pakartotas

(TR 71 B

kartu, o dél (ii) priezasties —
1k ki ke

kartu. Padalije n! i$ Siu sandaugu, gauname reikiama formule. o
8. Visi baigtinés aibés atvaizdziai
Nagrinésime visu n aibés X = {1,...,n} atvaizdziu f i ja pacia aibe T,,. Atvaizdziu

sasiikos atzvilgiu ji sudaro pusgrupi, daznai vadinama simetriniu. Kaip ir bijekciju atveju
f galime apibreézti lentele, pavyzdziui,

f o 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
-\ 1,2,2,3.3,4,1,6,9.8 )’

nurodancia, kad f(1) =1, f(2) = 2, f(3) = 2ir t.t. Galima vaizduoti ir digrafu, vadinamu
funkciniu atvaizdzio digrafu (grafu). Atveju f(z) = 2% + 2 (mod20) turime paveiksla:

Jame dvidesimties tasku aibé atvaizduota i ja pacia. Panasiai, kiekviena iS n galios aibeés
atvaizdziu f i ja pacia, galime pavaizduoti numeruotuoju digrafu, kurio virstniu aibé
sutampa su aibés X elementais, o briauna (i,7) yra iSvesta i i i j tada ir tik tada,
jei 7 = f(i). Funkcini grafa determinuojanti savybé galétu buti formuluojama Sitaip:
kievienos virsunés iséjimo laipsnis (i$ jos iSvestu briaunu skai¢ius) lygus vienam.
Matome, kad bet kokio funkcinio grafo struktura apibrézia vektorius

k(f) = (ki,...,kn), 1k + -+ + nk, = n, kuriame k; = k;(f) zymi j eilés jungiu grafo
komponenciu skaiciu.
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I8 atvaizdzio pavaizdavimo lentele matyti, kad visu n aibés atvaizdziu arba funkciniu n
eilés grafu skaicius |T,,| = n™. Taciau jungiu n eilés funkciniu n eilés grafu kieki C,, surasti
gana sunku. Tuo tikslu pasinaudokime eksponentinémis genruojanciomis funkcijomis
(e.g.f.). Pradzioje pastebékime pora ju savybiu.

Tegu i i
A =YY" BH=Y - -

n! n!
n>0 n>0

seku {a,} ir {b,,} e.g.f. Tada

ADB@) = i—n' (i (Z) akbn_k>.

n>0 k=0

Taigi, sandauga A(t)B(t) yra apskliaustuju sumu, kai n = 0,1, ..., e..g.f. Panasiai, sekos

(1) Zn: (Z) k10—

k=0

e.g.f. bus A'(t)B(t).
Teorema. Tarkime, Ty - skaicius n eilés funkciniu grafu, turincéiy k jungiu kompo-

nenciu, T, 0 = 0, m(n) - skaicius jungiy n eilés funkciniy grafu,

n

T, (t) = iTnktk, Tot)=1, Iy) =Y Ty

n!
n>1

Cia t,y - formalis parametrai. Tada

T(ty) = 3 O eppan(y)).

n>0

Irodymas. Raskime rekurentuji sarysi tarp T),41 it Tp,. Turédami (n+ 1)-os virsunés
aibe, pastebékime, jog n + 1 virstne gali biiti jungioje komponenteéje, kurioje be jos dar
yra j = 0,1,...,n kitu virSuniuy. Turime (’;) ju parinkimo galimybiu. Galime sudaryti
m(j + 1) jungiu funkciniu grafu su n + 1 ir Siomis j virsuniu. Likusios n — j virSuniu
nepriklausomai gali buti 7T}, _; ,—1 funkciniuose grafuose. Taigi,

n

n .
Tohi1k = Z <j)7T(j + 1) k—1-

=0

Padaugine i§ t* ir sudéje gautasias lygybes pagal k =1,...,n + 1, turime

Ta(®) =t (7)ol + DTy (0
=0
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Pagal (1) formule

> el = e = SEEEPE) (D)

n>0 n>0 n>0
Vadinasi,
T,(t,y) = tl'(y)T(t,y).
Integruodami pagal y baigiame teoremos irodyma. o

Isvada. Teisingas sarysis

n,n

(2) T(y):=T(y) = Y 2~ = exp{ll(y)}.

n>0

I sioje isvadoje gautojo sarysio jau butu galima iSvesti funkcijos I1(y) Tayloro koefi-
cientu m(n) formule, bet lengviau ta padaryti pasitelkus sekancio skyrelio medziaga.

9. Numeruotosios kombinatorinés strukturos

Dabar susipazinsime su abstraktesne apibrézimu sistema, naudojama kombinatoriniu
strukturu teorijoje. Galima isivaizduoti, kad pradedama nuo komponenciu arba nuo
jungiu kombinatoriniuy struktiiruy, nors toliau jvedamos savokos jungumo savybés nerei-
kalauja.

Struktiiros yra sudaromos i§ elementu (atomu), nurodant ju vidinius rysius. Zyméto-
siose struktiirose tiems elementams priskiriami indeksai, dazniausiai skaiciai. Pastaruoju
atveju struktiiras vadinsime numeruotosiomis. Dvi tokios struktiiros yra laikomos vie-
nodomis, jei ju elementu numeracijai naudojami tie patys skaiciai ir, sutapatinus vie-
nodai sunumeruotus elementus, vidiniai rysiai sutampa. Skirtingai apibréziant vidinius
rySius tarp elementu, gaunamos skirtingos struktiru klasés. Fiksuokime viena tokia
klase U ir reikalaukime, kad kiekvienam n > 0 i§ n elementu yra sudaroma tik baigtinis
skaicius strukturu, kuriu eile (toliau zymésime | - |) laikysime n. Paprastai atvejis n = 0
atitinka viena tusciaja struktira, kuri jjungiama i nagrinéjama klase arba ne. n > 1 eilés
struktuiros elementu numeracijai naudosime tik skai¢ius {1,...,n}. Visa n eilés strukturu
aibe zymésime U,, C U, o u,, = |Uy,| — jos elementy skaic¢iy. Pagal susitarima ug € {0,1}.
Taigi, klase sudaro nesikertanciu poaibilJ sajunga

U:GUR, Uy < OQ.

n=0
Formali eiluté »
tlu > upt
uit)y=> Tl = >
ueU 0

vadinama ne tik sekos {u,}, n > 0, bet ir klasés U eksponentine generuojancia funkcija

(toliau EGF).
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Turédami dvi numeruotu struktiru klases U ir V ir apibrésime trecia VV, vadinama
skaidumo sandauga. Ja sudaro visos sutvarkytosios poros w = (u,v) € U X V su vi-
sais galimais Zemiau apraSytais elementu sunumeravimais. Jei u € U elementai buvo

numeruoti skaiciais {1,...,m}, o v € V — skaic¢iais {1,...,n}, tai w numeracijai naudo-
jami skaic¢iai {1,...,m + n}, naujoji struktura w laikoma n + m eilés. Strukturu u ir v
elementai pernumeruojami, dabar naudojant skaicius {1, ..., m + n}, islaikant buvusi ju

sutvarkyma (eiliskuma) ir taip, kad u ir v elementu naujos numeracijos nesikirstu. For-
maliai kalbant, skaidumo sandaugos w numeracija apibrézia bet kokios dvi monotoniskai
didéjancios funkcijos 01 : {1,...,m} —{1,....,m4n}irfy: {1,...,m} — {1,...,m+n},
kuriu reiksmiu sritys nesikerta, o ju sajunga yra visa aibé {1,...,m + n}. Taigi u ir v
skaidumo sandauga (ja zymésim w = u*v) yra aibé sutvarkytuju poru, besiskirian¢iu per-
numeravimu. Aisku, kad butent 6;, i = 1,2 monotoniskumas uztikrina anksc¢iau turéta
struktiru v ir v elementu sutvarkyma, be to, daugindami skirtingas poras gausime skirtin-
gas skaidumo sandaugas. Visos skaidumo sandaugos w = uxv, u € U, v € V sudaro klasiu
U ir V skaidumo sandauga, kuria zymesime W = U *). Pagal indukcija apibréziama ir bet
kokio skaicCiaus strukturu bei ju klasiu sandaugos. Atkreipkime démesi, kad pradéjome
nuo sutvarkytuju poru (u,v), todél grieztai kalbant, U * V # V « U. Toliau zymékime

U =U, US> =U U, ..U =UxUTI7 L

Pradedant nuo nesutvarkytuju poru, lygiai taip pat apibréziama Abelio skaidumo san-
daugas. Ju zyméjimui naudosime simboli [*]. Dabar

Ul =y, uP =uu, . U™ =uuY
Kadangi yra n! kéliniu, sandaugu <" ir U!") EGF risa lygybés
(1) U<™> () =nlUM®@), n=0,1,....
Skaidumo kompleksu vadinsime aibe
(2) US> = {0y uUuU~*>U....
Tai nesikertanciu aibiu sajunga. Panasiai
(3) U ={pyuuuuPu...

vadinsime Abelio skaidumo kompleksu arba ansambliu.

Sakniniai numeruotieji miskai bei funkciniai grafai sudaro ansamblius. Pirmuoju atveju
pradiné struktiiru klasé buvo visu numeruotu medziu klasé, o antruoju — jungiu funkciniu
digrafu klasé. Pokstieji miskai sudaro skaidumo kompleksa (ne Abelio), nes juose i medziu
tvarka yra atsizvelgiama.

1 teorema. Tegu
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kombinatoriniy struktury klasiu U bei V) eksponentinés generuojancios funkcijos (EGF).
Skaidumo sandaugos W =U *V EGF

(4) Wi =3 wzfn — UMV

n>1

Skaidumo komplekso U<*> EGF lygi

(5) Us>(t)= >

wWEU<*> |w|'

o Abelio skaidumo komplekso U™ EGF —

. tlwl

Irodymas. Pastebékime, kad n eilés skaidumo sandaugu w = u * v galime sudaryti

Wn = i <Z) Uk Un—k,

k=0

nes pastaroji lygybé nurodo, kad fiksuotoje sandaugoje viena komponenté yra k, o kita
— (n — k) eilés, be to, pirmoji komponenté yra numeruota bet kokiu &k indeksu poaibiu i3
{1,...,n}. Taigi,

W, - U  Up—k

nl = k! (n—k)!

I ¢ia isplaukia (4) formuleé.
Pasinaudoje ja bei (2) lygybe, gauname

le

Us>(t) =) Z =) Ut —U®t)" %
n>0 wEL{<”> n>0
Abelio skaidumo kompleksui, pasinaudoje (1), turime bei

RIS Z t" Z Z Z%F(t)":eU(t).

n>0 welln ' ' €u<n> ' n>0

Palyginkime gauta rezultata su 8 skyrelio teoremos isvada. Ji teigia, kad funkciniu
digrafu klasés EGF tenkina lygybe

T(y) =) %y" = exp{z %y”},

n>0 n>1
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¢ia 7(n) — jungiu funkciniu digrafu skai¢ius. Kadangi funkciniai digrafai yra jungiu digrafu
nesutvarkytieji rinkiniai ir funkciniai digrafai yra jungiu digrafu generuotas ansamblis,
pastarasis sarysis yra 1 teoremos isvada.

Panagrinékime kita pavyzdi. Tegu U keitiniu cikly klasé. Turédami n > 1 skaiciu
{1,...,n} galime sudaryti n! kéliniu (i1, 42,...,4,-1,1,). Kadangi ciklams galioja

(i17i27"'7in—17i’n) - (i27---7in—1ain7i1) - = (inaila"'7in—1)7

gausime (n — 1)! ciklu. Vadinasi, tokiu ciklu klases EGF lygi

Z Mt” = log(1 —t)~ .

n!
n>1

Abelio skaidumo sandauga U™ duotu visus keitinius, sudarytus i§ n ciklu. Jos EGF lygi
UM@)ZEJO"G—Q_l
nl 08 '
Keitiniai sudarytu ciklu klasés generuota ansambli, todél jo EGF

1
Z,<*> 2: n -1
n! log"(1 —) 1—t
n>0

ka mes turéjome ir anksciau.
Ciklus galime sudarinéti ir i kitokiu negu skaiciai kombinatoriniu strukturu, pvz.,
medziu. Kokia bus EGF, jei pradésime nuo strukturu klasés su EGF A(t)?

2 teorema. IS kombinatoriniy struktury klasés A su EGF A(t) sudaryty cikly klasés

EGF bus lygi
Cn \n 1
C(t) = Z ﬁt =log (1 —A(t)) .

n>0

[rodymas. Kaip matéme ankséiau, n eilés sutvarkytu rinkiniu, daromu is A, EGF lygi
A" (t); ciklams kiekvienas jos koeficientas yra n kartu mazesnis. Tad,
J y

A A
2 n

C(t) = A(t) + + -

Tai ir yra 2 teoremos tvirtinimas. o

I8 1 ir 2 teoremu iSplaukia idomiu kompleksu generuojanciu funkciju savybiu.

dntn n—ltn
D@:ZTU:ZHM .

n>1 ’ n>1

1 iSvada. Tegu

Cayley’io medziy EGF. Tada D(t) = teP®) | kai |t| < e
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[rodymas. Pasinaudoje Stirlingo formule, nesunkiai nustatome eilutés D(t) konverga-
vimo sriti [t| < e”!. Pastebime, kad Sakniniai migkai sudaro Cayley’io medziu ansamblj.
Vadinasi, pagal 1 teorema ju EGF issireiskia per D(t). Gauname

qnt"
Qt) =) T =P,

n>0

Pagal 6.2 teorema ¢, = d,,+1/(n + 1), todél

Qt) = Z:O % =t"'D(t).

o

2 isvada. Tegu I1(t) — jungiu funkciniy digrafu EGF, o T(t) — visy funkciniy digrafy
ansamblio EGF. Tai srityje |t| < e™!

() =log (1— D))",  T(t) = 1—;D(t)'

[rodymas. Kiekviena funkcinio digrafo komponenté yra sudaryta is ciklo ir Cayley’io
medziu, kuriu briaunos Sikart turi kryptis nukreiptas i Saknis, esancias Siame cikle.
Medziai gali buti ir pirmos eilés, tai bus ciklo virsunés. Ciklas apibrézia ir medziu
iSdéstymo tvarka, sukeitus bent du i$ ju, gaunamas kito atvaizdzio digrafas. Kitaip
tariant, i jungia funkcinio digrafo komponente galime zituréti kaip i medziu cikla. Jei
m(n) — n eilés jungiu funkciniu digrafu skaicius, n > 1, tai §is skaicius reiks ir tos pacios
eilés medziu ciklu kieki. Pagal 2 teorema medziu ciklu klasés EGF lygi

log (1 — D(t))il.

Kadangi 7 yra Sios klasés generuotas ansamblis, pagal 1 teorema gauname

(6) T(t) = exp {log (1 - D(t)) "'} = (1= D))"

Isvada irodyta. o

Naudojant 1 ir 2 igvadas ir Sia lygybe nebesunku rasti m(n) bei jo asimptotika, kai
n — oo.

Lagrange lema. Tegu funkcija f(z) yra netiesiogiai apibrézta lygybés

(7) f(2) = 2¢(f(2))

pagalba, kai ¢(u) — analiziné tasko u = 0 aplinkoje ir ¢(0) = 1. Jei g(z) yra analiziné
tasko z = 0 aplinkoje, tai sudétiné funkcija g(f(2)) irgi yra analiziné kazkokioje nulinio
tasko aplinkoje, be to, jos n-asis Tayloro koeficientas lygus funkcijos ¢(u)"g' (u) (n—1)-am
Tayloro koeficientui c,_1, padalytam is n.
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[rodymas. Tegu u = f(z) ir z = z(u) — jai atvirkstiné funkcija. I8 (7) turime, kad
z = u/¢(u). Pagal lemos salygas abi yra analizinés tam tikrose nuliniu tasku aplinkose.
Todél naudodami Kosi formule su pakankamai mazais p, p; > 0, gauname

1 $(u)"g' (u) 1 g'(u)

Cn—1 = — ————du = — du =
278 Jjuj=p un 270 juy=p 2(w)"
L[ U, L[ )
278 J 2= py 2" 27 J 2= py z
= 9(f () d
21 |z|=p1 Zn+1 '
Iziuréje pastarojo integralo prasme, baigiame lemos irodyma. o

3 teorema. Jungiy n > 1 eilés funkciniy grafy skaicius

n—1 f 1
m(n) = (n—1)! Z % =nle" (% + O(n_3/2)),

k=0
Jrodymas. Teoremos 1 pirmoje idvadoje gavome D(z) = zeP(*). Pagal (6) reikia rasti
n-a funkcijos log(1 — D(z))~! Tayloro koeficienta ir padauginti ji i n!. Pasinaudojame
Lagrange lema, kai ¢(u) = €%, o0 g(u) = log(1—u) ™!, ir gauname ¢"(u)g'(u) = e™*/(1—u).
Nesunkiai randame (n — 1)-a Tayloro koeficienta. Jis lygus > .., n*/k!. Padalije i§
n ir padaugine i8 n!, randame m(n) israiska. o

Sumos aproksimavimui pasinaudokime Bery-Eseno teorema apie konvergavimo greiti

centrinéje ribinéje teoremoje. Tegu S,, = Z; + ... + Z,, — nepriklausomu vienodai pa-
siskirs¢iusiu Poissono dydziu su vienetiniu parametru (EZ; = 1) suma. Todél S,, irgi
Poissono dydis su parametru n, o

¢ E:k—ZP(Snén—l)ZP((Sn—n)/\/ﬁé—1/\/ﬁ>:
k=0

Y 2/2 —1/2 1/2
e ““du+ 0O +O0(n~ .
-/ (012 = 3 + 012
Istate §i iverti i m(n) iSraiska, baigiame teoremos irodyma. o

Palyginimui pastebékime, kad jungiuju n eilés funkciniu digrafu ir visu tokios eilés
digrafu santykis

Panasiai iSvystoma ir nenumeruotuju kombinatoriniu struktiru teorija.
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10. Nenumeruotuyjy struktiru kompleksai

Nagrinéti nenumeruotu struktiiry pavyzdziai turi bendra bruoza: sudétingesni objektai
yra sudaryti i$ atskiruy daliu. Polinomus sudaro pirminiai daugikliai, binariuosius medzius
- pomedziai, i kuriu tvarka yra atsizvelgiama . Atskiros dalys gali buti net lygios. Na-
grinéjamus objektus, turinéius apibrézta naturaluji skaic¢iu svori (atskirais atvejais tai gali
buti laipsnis, eilé ir pan.), vadinkime svorinémis kombinatorinémis strukturomis. Tegu P
yra tam tikra kombinatoriniu strukturu klasé, x € P viena struktura, o w(k) - jos svoris.
Reikalaukime, kad klaséje P yra tik baigtinis n svorio strukturu skaic¢ius

=Nk eP: wk)=n}, n>1

Bet koks rinkinys
o:={ki,...,ks}, K;EP, 1<i<s,

gal buit pasikartojanciu elementu gali buti laikomas nauja kombinatorine struktiura. Tuo
tikslu, reikia suteikti jai svori. Naturalu ji apibrezti lygybe

w(o) =w(k1) + -+ + w(ks).

Tuséiajam rinkiniui o = () suteikime nulinj svori. Taip apibréztos struktiiros o vadinamos
kartotinémis aibémis (multiaibémis), o ju visuma, iskaitant ir tuscia, - aibés P kartotiniu
poaibiy (multiaibiy) struktira. Ja zymékime K (P).

Pirminiu polinomu, kuriu vyriausias koeficientas lygus vienam, vir§ baigtinio ktino
rinkinys yra geriausias tokios kartotinés struktiiros pavyzdys. Sutapatine ja su rinkinio
polinomu sandauga, visu polinomu aibe galétume laikyti kartotine pirminiu polinomu
struktura. Aisku, kad svoriu vaidmeni vaidina polinomu laipsniai; m, = 7(n) - skai¢iu
n-ojo laipsnio pirminiu polinomuy - nagrinéjome 3 skyrelyje.

Zvelgdami i natiiraliojo skai¢iaus adityviojo skaidinio démenis kaip i natiraliuju skaiciu
aibés kartotini poaibi, tokius skaidinius irgi galétume vadinti kartotiniu poaibiu struktira,
kurioje svorio vaidmeni vaidina naturaliuju skaiciu didumai. Dabar 7 = 1 su kiekvienu
k € N.

Pradédami nuo P poaibiu, (dabar pasikartojanc¢iu elementu k; neimtume), panasiai
gautume aibés P poaibiy strukturg. Ja zymékime P(P).

Formalias laipsnines eilutes

) = 3 =3 (3 1) = St

KEP n=0 “w(k)=n
K(z) = Z 200 = Z ( Z 1) 2" = Z knt"
ceK(P) n=0 “w(o)=n n=0

ir

Py = Y zw<a>zz( 3 1)zn = S

c€P(P) n=0 “w(o)=n
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vadinkime atitinkamu strukturu P, K(P) ir P(P) arba seku {m, }, {ky} bei {p, } generuo-
janciomis funkcijomis. Raskime ju sarysius.

1 teorema. Teisingos formalios lygybés:

K =ew{ 3 HEDL

P(2) :exp{ i M}

m=1

[rodymas. Kaip ir 3 skyrelyje gauname

lkl—i:--~+nkn—n

Vadinasi, pakartoje ankstesnius skai¢iavimus, irodytume lygybe

= Z k,z" = H(l — )

n>0 j>1
Toliau panaudodami logaritminés funkcijos skleidimo Tayloro eilute formule, gauname
B 2" 1 (s
z) = exp ZﬁjZT = exp ZE (z™) ¢
jzl1  m2>1
Antrosios irodymui pastebékime, kad
_ J
ne I

keztm
1k1+--+nk,=n

Be to,
7) I\ ki n J) _
Qo+ =TI (7)# -2 % H(kj)_p<z>.
j>1 7>1k=0 n=0 kczTn j=1
1k14--4nkp,=n
Logaritmuodami sandauga, kaip ir anksc¢iau is ¢ia gautume antraja lemos lygybe. o

Turédami keleta skirtingu pradiniu struktiiru klasiu Pg, & > 2, galétume sudaryti
dar idomesniu nauju struktiru. Dabar apibrésime seku struktura. Tegu P’ ir P” dvi
strukturos. Sutvarkytujy pory struktara vadinsime P’ x P”, kurioje poros o := (', k")
svoriu laikoma w(o) = w(k’') + w(k”). Panasiai apibrésime ir P laipsnius.
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1 teorema. Jei m ir m. yra k-ojo svorio struktury aibése P’ ir P" skaiciai, tai n-jo
svorio sutvarkytyju pory struktury yra

n—1
! 1
Wkﬂn—k'
k=1

[rodymas. Isplaukia i§ apibrézimu. o
Aibés
{MuPUP*U...
elementai vadinami P seky struktiromis. Zymékime ja S(P).

2 teorema. Seky strukturos generuojanti funkcija lygi

1
w(o) _ 1 41 q] o2 +... = ——
Z z +1I(2) + II(2)" + 1 Ti(2)
ceS(P)
[rodymas. Isplaukia i§ apibrézimu. o

Dar karta prisiminkime binariuosius medzius ir Katalano skai¢ius. Kadangi kiekvienas
binarusis medis 7" yra arba viena iSoriné virsune o, arba vidiné virstuné * ir dvieju binariuju
medziu seka, todél gauname tokia formalia schema:

{T} = {o} U{(x T, T)}.

Cia paskutiné aibé yra sudaryta is seku. Priskirdami iSorinéms virsinéms vienetinius svo-
rius, o vidinéms virsunéms - nulius, gautume nagrinétas strukturas. UzraSe atitinkamas
generuojancias funkcijas, gauname lygybe

Clz) =D Cnd" =2+1:C(2) - C(2) = 2+ C*(2),

n=1

kuria jau buvome 4 skyrelyje.

Kaip ir praeitame skyrelyje galétume apibresti ir nenumeruoty struktura ciklu klase.
Reziumuodami akcentuosime, kad formalus nauju strukturu klasiu sudarymas duoda ir
ju generuojanciu funkciju rysius. Panaudodami pastaruosius, galime naujas struktiras
suskai¢iuoti.
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II. EKSTREMALIOJI AIBIU TEORIJA

1. Dirichlet principo taikymas

Nagrinésime tam tikras baigtines aibes elementu su ivairiais parametrais. IS aibiu
apibrézimo daznai yra iSvedami jvairtis tu parametru sarysiai. Visada kyla klausimai,
ar tokiu rezultatu mes negalime pagerinti. Atsakymas yra neigiamas, jei pavyksta rasti
tokia aibe, kuriai miisu irodytas sarysis yra nepagerinamas. Tokios aibés vadinamos
ekstremaliosiomis Siam sarysiui. Tas ypac¢ aktualu grafu teorijoje, kurioje kai kada labai
sunku isivaizduoti, ar i§ viso yra grafu su norimois savybémis. Naudojamos matematineés
priemoneés daznai nebiina sudétingos.

Prisiminkime akivaizdu fakta, paprastai priskiriama Dirichlet (P.G.L. Dirichlet, 1805—
1859).

Dirichlet principas. Jei m rutuliy yra sudéti 1 n < m dézuciy, tai vienoje is ju yra
bent du rutuliaz.

Ne visada jo taikymas yra toks akivaizdus kaip jis pats. Stai trejetas pavyzdziu.

1 pavyzdys. Bet kokiame (n+1)-o elemento poaibyje, isrinktame i§ aibés {1, ..., 2n},
yra du tarpusavyje pirminiai skaiciai.

Isitikinkite savarankiskai.

2 pavyzdys. Bet kokiame (n+1)-o0 elemento poaibyje, isrinktame s aibés {1,...,2n},
yra du vienas kitq dalijantys skaiciaz.

[rodymas. Tegu A — isrinktasis poaibis, |A| = n + 1. Kiekviena a € A galime vien-
areikdmiskai isreiksti pavidalu @ = 2¥b su k > 0 ir nelyginiu skai¢iumi b. Todél b €
{1,3,...,2n — 1}. Yra tik n galimybiu dél b. Vadinasi, du skai¢iai i§ A turés ta pacia
nelygine dalj b. Aibéje A rasime du skaicius 2b ir 2'b. Aisku, kad arba k < [, arba k > [.
Pirmuoju atveju pirmasis skaic¢ius dalija antraji, o antruoju - atvirksciai. o

Dar labiau netikétas yra toks pavyzdys.

3 pavyzdys. Tegu aq,...,a, seka, gal but, pasikartojanciy naturalivjy skaiciy. Joje
egzistuoja gretimy nariy posekis ag,...,a;, 1 < k <l <mn, toks, kad suma

a/k_i__’_al

yra n kartotinis.

[rodymas. Imkime aibes
N :={0,a1,a1 +ag,...,a1+ -+ an, R={0,1,...,n—1}
ir apibrézkime atvaizdi f : N — R pagal dalybos i n liekana:
m = f(m)(modn), m € N.

Kadangi |[N| = n+ 1 > n = |R|, tai pagal Dirichlet principa aibéje N egzistuoja dvi
sumos su ta pacia dalybos is n liekana. Vadinasi, kazkokiai porai k < [ turésime

a1_|_..._|_akEa1+---+al(m0dn).
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Vadinasi, skai¢iu, esanciu abiejose lyginio pusése skirtumas dalijasi iS n. Tai ir yra misu
suformuluotas teiginys. o

Performuluokime Dirichlet principa naudodami atvaizdzius. Tegu M ir N — baigtinés
aibés, o f : M — N — atvaizdis. Elemento a € N pirmvaizdi zymékime f~1(a). Kitaip
tariant,

f~Ha)={be M: f(b) =a}.

Is atvaizdzio apibrézimo turime, jog

fHa)n f7Ho) =0,

(1.1) M=Jf M), M=) 1),

Lema. Jei [M|=m >n = |N|ir f: M — N - atvaizdis, tai egzistuoja toks a € N,
kad

[f = (a)] = [m/n]
Cia [u] = min{k € N : k> u} — maZiausias sveikasis skaicius, nemaZesnis uz u.

Jrodymas. I Dirichlet principo isplaukia tik nelygybe |f~1(a)| > 2 bent vienam a € N.
Bet galime pastebéti, kad prielaida, jog |f~1(a)| < m/n kiekvienam a € N yra negalima
deél sios priestaros. I8 (1.1) turime

m:Z|f_1(a)\ < %n:m.

Taigi, bent vienam a turi buti |f~!(a)| > m/n. Kalbame apie sveikuosius skaic¢ius, todél
iS ¢ia gauname teoremos teigini. o

Dabar galime pereiti prie kombinatorikos problemu.

1 teorema. Tegu m,n € N iray,...,amp+1 — bet kokia skirtingy realivju skaiciy seka
i§ (mn+1)-o0 nario. Joje egzistuoja monotoniskai didéjantis (n+1)-o nario posekis, arba
monotoniskai mazéjantis (m + 1)-o nario posekis. Galimi ir abu variantas.
posekiu

a;, <<, 1< <--<ipyr <mn+1

arba
aj, >-->a;. .., 1<j1 < <Jmyr <mn+1

egzistavima.
Tegu t; — ilgiausio didéjancio posekio, prasidedancio skaic¢iumi a;, ilgis. Jei kazkokiam
t; > n+ 1, teorema irodyta.
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Tegul t; < n visiems i < mn + 1. Aibéje M := {a1,...,@mnt+1} apibrézkime atvaizdi
f: M — N:={1,...,n} tokiu budu:

Pagal lema matome, kad egzistuoja toks s € N, dél kurio lygybé f(a;) = s pasikartos ne
maziau negu

mn+1
n

—‘ =m+1
kartu. Nekeisdami ju issidéstymo tvarkos sekoje, Siuos skaicius a; suzymeékime
Qjyy 5 Qg 1§j1<"-<jm+1§mn—|—1.

Nagrinékime du gretimus Sios sekos narius. Jei kazkokiai porai aj, < aj,,,, tai pradédami
a;, ir prijungdami didéjanti poseki, prasidedanti nuo aj, , , ir turinti jau s nariu, sudary-
tume didéjanti (s + 1)-o nario poseki, prasidedanti nuo a;,. Bet tai priestara. Vadinasi,
aj, > aj,, su bet kokiais 1 < k& < m + 1. Taigi, iSrinkome (m + 1)-o nario mazéjanti
poseki. o

Panagrinékime ekstremaliaja problema, kuria nesunku interpretuoti grafu teorijos sa-
vokomis. Tegu N = {1,...,n}, n > 3 ir 7j, j < m, — Sios aibés kéliniai. Problema:

Koks yra maziausias m, kad paémus bet kokj trejetq {a,b,c} C N tarp Siu kéliniy buty
toks mj, kad jame c eity ir po a, ir po b?

Galima ir tokia interpretacija grafu teorijoje. Isivaizduokime pilnaji K, numeruotaji
grafa. Kélinys atitiktu n — 1 ilgio (Hamiltono) taka jame. Problemoje klausiama: koks
yra minimalus taku skaicius, kad bet kokioms trims virsunéms a, b, c € V' bent vienu taku
eidami, i ¢ patektume praéje ir a, ir b7 Toks minimalus skai¢ius vadinamas K,, dimensija
ir zymimas dimK,. Be to, sakoma, kad kéliniai {r;, : j < m}, kai toks vir§uniu apéjimas
yra galimas, reprezentuoja K, .

Pvz., dimK, = 3, jei n = 3,4, bet dimK5 = ...,=dimK; 5 =4, o dimK; 3 = 5. Grafa
K4 reprezentuoja

(1,2,3,4), (2,4,3,1), (1,4,3,2).

O grafa Ki5 — kéliniai
(1,2,3,5,6,7,8,9,10,11,12,4), (2,3,4,8,7,6,5,12,11,10,9,1),
(3,4,1,11,12,9,10,6,5,8,7,2), (4,1,2,10,9,12,11,7,8,5,6, 3).
2 teorema. Kain > 3, yra teisinga nelygybé

dimK,, > log, log, n.

[rodymas. Pastebékime, kad seka dimK,,, n > 3, yra monotoniskai didéjanti placiaja
prasme. IS tiesu, surade K, i reprezentacija ir i§ visu keliniu iSmete skaic¢iu n + 1,
gautume K, reprezentacija. Tad, Sio grafo dimensija gali buti tik mazesné negu dim K, ;1.
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Teoremos formuluoté pasufleruoja, kad reikia imti seka
ng=22"4+1, k=0,1,...
ir visas n reikSmes patalpinti intervaluose
nE <N < Ngg1.
Jei irodytume, kad
(1.2) dimK,, > k+1,
tai pasinaudoje monotoniskumu ir intervalu apibrézimu, gautume norima iverti:
dimK,, > dimK,, >k + 1 = log, log, (nx+1 — 1) > log, log, n.
Tegu (1.2) negalioja. Vadinasi, dimK,, < k. Todél egzistuoja reprezentacija 71, . .. 7,

sudaryta i§ aibés Ny := {1,2...,n;} kéliniu. Taikysime 1 teorema apie monotonisku
posekiu egzistavima. Pastebékime, kad

np =22 %227 1.

Vadinasi, kéinyje m; egzistuoja monotoniskas 227" 41 ilgio posekis, kuri pazymékime A;.
Jo elementai yra kazkaip iSsidéste keitinyje mo. NemaiSydami tvarkos, veél pagal 1 teorema
i$ ju galime isrinkti monotoniska 92"7? + 1 ilgio poseki, kuri pazymeékime A,. Procesa
pratese, po k zingsniu kélinyje m; busime isrinke monotoniska poseki Ay i$ 92" " +1=3
ilgio poseki, kuri pazymékime A, = {a,b,c}. Sie trys elementai sudaro monotoniskus

posekius a < b < ¢ arba a > b > ¢ visuose kéliniuose 71, ..., 7. Vadinasi, jokiame is ju
b neina nei po a, nei po c. Sis kéliniy rinkinys nereprezentuoja K,, .
Priestara irodo teoremos tvirtinima. o

Istorinei apzvalgai paminésime, kad tikslu virSutini dimK, rézi 1972 metais gavo
J. Spencer, o 1992 metais P. Erdés, 7. Szemeredi ir 7. Trotter irodé asimptotine formule

dimK, ~ logylogyn + (1/2 + o(1)) log, logy logy n,  n — oo,

Démesys siam uzdaviniui nenutruko ir iki Siol. S. Hosten ir W.D. Morris 1999 metais
surado greita algoritma, kaip tiksliai skaic¢iuoti dimK,,. Jis, pavyzdziui, patikrino, kad

dimK, <7 <= n < 1422564.

Isivaizduokite keitiniu skaiciu, kai n yra toks didelis!
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2. Perskaiciuokime dukart

Jau ne karta naudojomeés tokiu principu: iSvesdami ivairiu aibiu elementu skaic¢iaus
lygybes, tos aibés elementus suskai¢iuodavome dviem skirtingais btidais. Sitame skyrelyje
taip ir elgsimés. Pradzioje truputi formalizuokime pati principa.

Tegu A ir B dvi aibés, o S C A x B. Jis vadinamas sarySiu. Jeia € A, b € bir
(a,b) € S, tai sakoma, kad a ir b susieti sarysiu S. Moksliskiau kalbant, sakytume: yra
incidentus S. Tegu r, — skaic¢ius tokiu b € B, kad (a,b) € S ir g, — skai¢ius tokiu a € A,
kad (a,b) € S. Musu aptariamasis principas turi tokia formalia israiska:

2.) Sr=isi= Y 1=Ya

acA (a,b)eS beB

Cia vidiné dvilypé suma yra isreiksta kartotinémis sumomis su skirtinga sumavimo tvarka
ir nieko irodinéti nereikia.

Vél panagrinékime pora paprastu pavyzdziu.

1 pavyzdys. Tegu A ={1,...n} = B, 0S8 = {(m,d) : dm}, ¢ia d|lm reiskia "d
dalija m”. Formulé (2.1) dabar atrodytu taip:

SD ST SEED DD D!

m<n d|m d,m<n d<n m<n
dlm m=0(modd)

Jei d(m) zymétu skai¢iaus m naturaliuju dalikliu skaiciu, o [u] — realaus skai¢iaus sveikaja
dalj, tai i$ Cia iSvestume formule

Z d(m) = Z [g} :n22+0(21) =nlogn+ O(n).

m<n d<n d<n d<n

2 pavyzdys. Nagrinékime grafa G = (V, E) su virsunémis v € V' ir briaunomis e € FE.
Tegu S = {(v,e) : v incidentie}. Tada
o(v) = Z 1 — virSuneés laipsnis,

einc. v

> 1=2,
v

vinc. e

nes tik dvi virsunés yra incidenc¢ios briaunai. Todél (2.1) irodo Eulerio "delnu pas-
paudimo” lema:

D sy =2) 1=2E|

veV eckE

Po lengvo apsilimo imkimeés grafu ekstremaliosios problemos:
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Tegu G = (V,E) — n-os eilés grafas, neturintis ilgio 4 ciklo Cy. Kiek daugiausia

briauny m = |E| jis gali turéti?

Pavyzdziui, kai n = 5 ir m = 6 vienintelis grafas be C4 yra sudarytas i§ dvieju
trikampiu su bendra virSune, kai n = 5 ir m > 7 grafas visada tureés toki cikla.

1 teorema (I. Reiman, 1958). Jei G = (V, E) — n-os eilés grafas, neturintis ilgio
4 ciklo Cy, tai

m < [%(1 +vIn —3)].
Irodymas. Taikysime dvigubo skai¢iavimo principa, kai A=V ir B=V xV, o
S = {(u, (v,w)) : ugretima irv, irw}.

Dabar r, — skai¢ius poru virsuniu v ir w, kurios yra gretimos u. Jei §(u) - virsunés

laipsnis, tai
- (5(;)) =3 (5(210)).

ueV

Jei q(y,w) — skaiCius virsuniu u € V, gretimu abiem virsunéms v ir w, tai () < 1, nes
priesingu atveju grafas turétu cikla Cy. IS formulés (2.1) isplaukia

|S|=Z<5<2”))= S tewm s Y 13(2“).

ueV (v,w)eV XV (v,w)eV XV

Taigi,

d(u)(d(u) —1 n(n —1
g‘; (2 )S (2 ).

Pritaike ka tik minéta Eulerio lema, gauname

Z 62(u) —2m < n(n —1).

ueV

Kadangi pagal Cauchy nelygybe

2
2m = Z d(u) < <n Z (52(u)) ,
ueV ueV
iS ¢ia gauname
4m? < n%(n — 1) + 2mn.
Issprende Sia nelygybe baigiame 1 teoremos irodyma. o

Ar yra tokiu grafu, neturinciu Cy, kuriu didumas yra artimas dydziui, [% (1+\/4n — 3)}
ir kaip juos konstruoti?
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Cia labai praveréia baigtiné geometrija. Tegu F, — baigtinis kunas, turintis ¢ > 2
elementu, o F(f’ = {u = (ui,u2,u3) : wuy,u,ug € Fy} — vektoriné erdvé vir§ Fj,.
Kiekvienas nenulinis vektorius u & F;’ generuoja vienamati poerdvi < u >:= {cu :
c € Fy}. Du skirtingus poerdvius generuoja tik du tarpusavyje tiesiskai nepriklausomi
(neproporcingi) vektoriai. Apibrézkime grafa G, = (V, E), kurio vir§unés yra skirtingi
poerdviai < u >, u € Fg’ \ {0}, o briauna jungia dvi vir§tines < u >, u = (uy,us,u3), ir
< v >, v = (v1,vs,v3), tada ir tik tada, jei

(2.1) uU1v1 + ugvg + uszvg = 0.

Pavyzdys. Grafas G2 atrodys taip:

Keliose lemose isvardinsime grafo G,, savybes.
1 lema. Grafas G, neturi ciklo Cy.

[rodymas. Paziurékime, kiek bendru gretimu virstniu gali turéti vir§tuniu pora < u >
ir < v >. Kaip buvom pastebéje, vektoriai butinai yra tiesiSskai nepriklausomi. Jei
<x>eV,z=(x1,22,23), — gretima abiems vir§unéms, tai x turi buti sistemos

(2.2) U1T1 + 2o + ugxrs = 0,

V121 + V2o +v3ry =0

sprendinys. Bet §i sistema turi tik viena tiesiskai nepriklausoma sprendini. Tad, dvi
virsiinés G, grafe turi tik viena bendra gretima virStune, todel Sis grafas neturi ilgio 4
ciklo Cy. o

2 lema. Grafo G, eilé lygin =p*> +p+ 1.

[rodymas. Turime |F 5’\ = p3 vektoriu. Viename vienamaciame poerdvyje yra p vekto-
riu, i$ ju — (p — 1)-a nenuliniu. Visi nenuliniai erdvés vektoriai issidésto

W’ =1)/(p-1)=p"+p+1



36

poerdviuose. Tai yra visu vienamaciu Fg’ poerdviu skai¢ius. Tokia ir grafo eilé. o
Ateityje teks pasinaudoti viena algebrine lema, kurios irodyma praleisime.

3 lema. Kune F, lygtis
(2.3) i +a5+25=0

turi p* sprendiniy, sudaranciy (p + 1)-q vienamati poerdvi.

Vietoj irodymo apsiribosime trumpu komentaru. Pastebékime, kad jei vektorius u =
(u1,usg,us) # 0 tenkina (2.3) lygti, tai ir visi jam proporcingi vektoriai yra jos sprendiniai.
Todeél sprendiniu skirstymas i poerdvius yra natiiralus.

4 lema. Grafo G, didumas lygus m = §(p+ 1) .

[rodymas. Pagal Eulerio lema reikia rasti grafo virsuniu laipsniu suma. Pagal (2.1)
virsuné [z] yra gretima < u >, jei vektorius x = (x1,x2,23) tenkina (2.2) lygti. Jos
sprendiniai sudaro dvimati poerdvi, kuriame i§ viso yra p? vektoriu. Kaip ir ka tik
pateiktame komentare, Sie vektoriai pasiskirsto po vienamacius poerdvius. Tokiu yra
(p> —1)/(p — 1) = p+ 1. Grafe G, vienamaciai poerdviai, nelygiis < u >, atitinka
gretimoms vir§unéms. Lygties (2.2) sprendinys, sutampantis su < u >, tenkina ir (2.3)
lygti, t.y. jam galioja salyga

(2.4) ut +us +u3 = 0.

Vadinasi,

+1, jei (2.4) nepatenkinta,
5(<u>):{p jei (2.4) nep

D, jei (2.4) patenkinta.

Is 3 lemos isplaukia, kad antrasis atvejis galioja dél (p + 1)-os virsunés < u >, o likusiu
p>+p+1—(p+1)=p? virsuniu laipsnis yra (p + 1). Taigi,

2m= Y  d(<u>)=pp+1)+(p+1)p
<u>€eV

4 lema irodyta. o
Mus labiausiai dominanti teigini pateiksime kaip teorema.

2 teorema. Grafo G, eile n ir didumas m tenkina sqrysi

-1
m = n4 (1+\/4n—3).
Irodymas. Isplaukia i§ formuliu, irodytu 2 ir 4 lemose. o

Kaip matome, grafas G, yra beveik ekstremalus, pagal 1 lema jis neturi ciklo Cy, bet
jo didumas artimas 1 teoremoje gautam iverciui.

Diskreciosios matematikos rezultatai gali buti panaudoti ir tolydzioje matematikoje.
Tuo tikslu isirodysime viena grafu spalvinimo lema. Pradzioje prisiminkime dualaus grafo
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apibrézima ploksciajam grafui. Plokscio grafo G = (V, E) srityse, apribotose briaunomis
(jo veiduose, valstybése), ir iSorinéje srityje atidékime po viena virSune. Jos sudarys
dualaus grafo virsuniu aibe. Kiekvienai ju porai, paimtai is veidu, kurie pradiniame grafe
turéjo bendra briauna e € FE, dualiajame grafe iSvedame briauna, kertancia e. Taip
gauname dualiojo grafo briaunu aibe. Nubraizykime pavyzdi.

Sperner’io lema. Tarkime, kad turime trikampi A = (Vi,Va2,V3), kurio virsunés
nuspalvintos spalvomis 1, 2 ir 3-¢ia atitinkamai. Sio trikampio plotq bet kaip dalykime
mazesniais trikampéliais ir bet kaip spalvinkime jy virsunes, bet islaikykime vienag reika-
lavima: trikampéliy virsunés, patekusios isorinén briaunon V;V;, yra spalvinamos tik i ir
7 spalvomis, 1 <1 < j < 3. Tada skaicius trikampéliy, kuriy virsunés yra nuspalvintos
trimis spalvomis, yra nelyginis.

Irodymas. Naudosimeés tokiais paveikslais:

Trikampi, padalinta trikampéliais, vadinkime trianguliuotuoju grafu. Nagrinékime jo
dualaus grafo pografi G’, jame vietoj visu briaunu imdami tik tas briaunas, kurios buvo
vedamos kertant trikampélio briaunas su skirtingu 1-os ir 2-os spalvu virsunémis. Kokie
yra G’ virsuniu laipsniai? Mus ypa¢ domins nelyginio laipsnio virsiinés, nes ateityje
naudosimés Eulerio lemos paprasta iSvada: bet kokiame grafe nelyginio laipsnio virstuniu
skaicius yra lyginis.

Is trikampio A iSoréje esancios virsunés grafo G’ briaunos galé¢jo buti vedamos tik
kertant briauna V1 V5. Joje esanciu trikampéliu virSuniu spalvu sekoje, sudarytoje is 1-o
ir 2-to, yra nelyginis skai¢ius pasikeitimu nuo vieno skaic¢iaus prie kito. Todél G’ grafe
iSorinés virstneés laipsnis yra nelyginis.

Trikampeliu viduje esanciu virStiniu laipsniai galéjo biiti tik 1, 2 arba 0. Pirmasis
atvejis atitiks trispalviam trikampéliui, antrasis — trikampéliams, kuriu virSinéems nus-
palvinti yra naudojamos abi 1-a ir 2-a spalvos. Paskutinis atvejis bus trikampeéliui, tarp
kurio virsuniu spalvu nebus 1 arba 2. Taigi, nelyginio laipsnio vir§tniu yra tiek, kiek yra
trispalviu trikampéliu, plius viena iSoriné virsuné. Spernerio lemos teiginys iSplaukia is
ka tik suformuluotos Eulerio lemos isvados. o

Pereikime prie tolydziosios matematikos. Pateiksime originalu fiksuoto tasko teoremos
irodyma, paprastumo délei apsiribodami dvimatés erdvés atveju. Remsimeés gerai zinomu
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faktu, kad skritulys yra homeomorfinis trikampiui. Tai reiskia, kad egzistuoja tolydus
bijektyvus atvaizdis is skritulio i trikampi ir atvirkséiai. Aisku, ¢ia trikampis suprantamas
kaip plokstumos dalis.

3 teorema (L. Brouwer, 1912). Tegu B2 C R?, — uZdaras skritulys, o f : B> — B?
— tolydi funkcija. Tada egzistuoja x € B? toks, kad f(x) = x.

[rodymas. Pagal ka tik padaryta pastaba galime apsiriboti trikampio, gulinc¢io trimates
erdvés plokstumoje

(25) I -+ i) -+ T3 = 1

atvaizdziais. Tegu trikampio A virginés yra erdvés R? taskai & = (1,0,0), & = (0,1,0)
ir & =(0,0,1), 0 f: A — A tolydus atvaizdis.

Nagrinékime Spernerio lemoje apraSytas §io trikampio trianguliacijas 77, 75, ... taip,
kad maksimalus trikampélio krastinés ilgis p(7,,) n-oje trianguliacijoje artétu prie nulio,
kai n — oo. Ta galime gauti konstruktyviai jungdami anksciau apibréztu trikampeliu
krastiniu vidurio taskus.

Tarkime, kad visiems x € A turime f(x) # z. Tegu v = (v1,va, v3) Zymes trianguliaci-
jose gautu trikampiy virsunes, o A(v) € {1, 2,3} — ju spalvos funkcija, kuria apibrézkime
tokiu budu:

(2.6) A(w) =min{i <3: f(v); < v}

Is musu prielaidos isplaukia, kad f(v); # v; bent vienam i < 3. O jei bent vienas i$
skirtumu f(v); — v; yra teigiamas, tai pagal (2.5) kitas — neigiamas. Vadinasi, spalvos
funkcija yra korektiskai apibrézta.

Patikriname, Spernerio lemos salyga tokiam spalvinimui. Pastebékime, kad &; virsuneé
turi ¢ spalva, nes jos i-ta koordinate lygi vienam. Be to, bet kokio trikampio virsuneé v,
esanti A briaunoje pries virsune &;, turi v; = 0, todél f(v); —v; > 0 ir v spalva nebus i.

Pagal Spernerio lema kiekvienoje trianguliacijoje 7,, egzistuoja trispalvis trikampis A,,
su virsunémis &7, €5 ir €%, kuriu spalvos A\(£]') = i. Tokiu budu i§ (2.6) gauname

(2.7) (F(&") < (&)iy 1=1,2,3.
Cia (y); := y; — vektoriaus y i-0ji koordinaté. I triju apréztu intervalo [0,1] skaiciu
seku {(£""):}, n = 1,2,..., renkame konverguojancius, sakykim, i x;, i = 1,2, 3, posek-

ius. Pakartotinai rinkdami, galime pasiekti, kad konvergavima turime bendrai sekos
numeriu eilei n = n’ — co. Tada trikampiai A,, traukiasi i taska z = (21, 22, z3). Todél
pasinaudoje funkcijos f tolydumu, i$ (2.7) gauname

f(@) <, f(x)2 < 29, f(z)s < x3.

Vektorius x = (z1,22,23) ir jo vaizdas f(x) tenkina (2.5) lygybe, tad jie turi sutapti.
Priestara irodo teoremos teigini. o
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3. Poravimas. Hall’o teorema

Poravimo problemos turi ir gyvenimisku variantu. Tarkime, kad baigtiné aibé vaikinu,
pazistanciu po keleta merginu, nusprendé vesti. Keli vaikinai gali pazinoti ta pacia
mergina. Kokios salygos turi buiti patenkintos, kad kiekvienas i§ ju galétu vesti jau
pazistama mergina? Panasi problema gali susidaryti, kai keletas darbininku, turiné¢iu po
kelias, gal but, bendras specialybes, pretenduoja i keleta darbo vietu. Kaip juos idarbinti,
kad kiekvienas dirbtu pagal savo specialybe? Pradzioje pateiksime kombinatorini vedybu
problemos sprendima, kuri 1935 metais pasiulé P.Hall’as, véliau tai susiesime su grafais.

Hallo teorema. Visi m wvaikiny, pazistanciy po keletq merginy, galés vesti savo
pazistama tada ir tik tada, kada bet kuris k poaibis vaikiny, 1 < k < m, kartu paémus
pazista ne maziau kaip k merginy.

Irodymas. Butinumas yra beveik akivaizdus. Jei kazkoks k rinkinys vaikinu nepazista,
bendrai paémus, k merginu, tai ju negalétume apvesdinti su pazistamomis.

Pakankamuma galime irodyti matematinés indukcijos metodu. Kai m = 1, problemos
sprendimas akivaizdus. Tarkime vedybu problema iSsprendziama bet kokiai aibei vaikinu,
kuriu skai¢ius mazesnis negu m. Pradzioje iSnagrinékime atveji, kai bet koks birys k
vaikinuy, k£ < m, bendrai paémus pazista £+ 1 mergina. ISnaudodami §j pazinéiu rezerva,
apvesdiname bet kuri i vaikinu su jo pazistama, o likusiai aibei i§ m—1 vaikino pritaikome
indukcijos prielaida.

Tarkime dabar, kad k& < m yra toks, kad k vaikinu burys kartu pazista lygiai k£ merginu.
Pagal indukcijos prielaida Sie vaikinai gali buiti apvesdinti su savo pazistamomis is siu k
merginy. Nagrinékime likusius m—k viengungiu. Bet kuris ju h poaibis, h < m—k, kartu
paémus turi pazinoti h i$ likusiy merginu. Priesingu atveju, kartu su jau apsivedusiais
jie biitu nepazinoje k£ + h merginu. Vadinasi, ir likusiai aibei m — k vaikinu patenkinta
teoremos salyga. Kadangi antrajai vaikinu aibei irgi tinka indukciné prielaida, teorema
irodyta. o

Pavaizduokime Hall’o teoremos situacija dvidaliu grafu. Tarkime, kad G = (V1 UV;, E)
- dvidalis grafas, t.y., F briaunos jungia tik V; virSunes su V5 virsunémis. Tarkime,
kad [V;| < |Va|. Sakome, kad G grafe yra galimas visiskasis poravimas, jei aibéje Vs
egzistuoja poaibis V3, toks, kad |V | = |V5], ir V] virsunés yra sujungtos nepriklausomomis
E briaunomis su V4 virsunémis. Kyla klausimas, kada egzistuoja visiskasis poravimas.

2 teorema. Tequ G = (V43 UV, E) - dvidalis grafas, ¢p(A) C Va - aibé virsuniy,
sujungty E briaunomis su A C Vi virsunémis. Visiskasis poravimas egzistuoja tada ir tik
tada, kada kiekvienam poaibiui A C Vi teisinga nelygybé |A| < |p(A)].

Irodymas. Interpretuokime V; Hall’o teoremos vaikinu aibe, o V5 - merginu aibe.
Akivaizdu, kad 2 teorema iSplaukia i anks¢iau irodytos teoremos. o

4. Skirtingi poaibiu atstovai

Matematikai svarbi ir kita Hall’o teoremos interpretacija. Spreskime toki uzdavini.
Tarkime A = {A;,..., A,,} - aibés X netusciu poaibiu seima. Kada egzistuoja rinkinys
(z1,...,Ty) skirtingu X elementu tokiu, kad z; € A;, 1 <i < m? Toki z-u poaibj i§ X
vadinsime poaibiu A; skirtingy atstovy rinkiniu. Sutinkamas ir A transversalés terminas.
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1 teorema. X aibés poaibiy Seimos A = {A1,..., An} skirtingu atstovy rinkinys
egzistuoja tada ir tik tada, kada

(1) ‘ Uier Ai| > |F|

su kiekvienu poaibiu F C {1,...,m}.

1 jrodymas. Sudarykime dvidali grafa G(V1,V3) su V3 = A, 0 Vo = X. Be to, isveskime
briaunas A;x;, jei x; € A;. Ka reikStu visiSkasis poravimas Siam dvidaliui grafui? Tai
butu X poaibio, turin¢io m elementu bei sujungtu briaunomis su A, radimas. Akivaizdu,
kad toks poaibis ir butu A skirtingu atstovu rinkinys. Vadinasi, 2 teorema yra 1 teoremos
iSvada. o

R.Rado jrodymas. irodysime tik pakankamuma. Irodymo idéja: jei (1) salyga yra
patenkinta su aibe A4;, |A;| > 2, tai ji islieka patenkinta ir atémus is jos kazkurj elementa.
Sia savybe irodysime véliau. Dabar i3 jos isvedame teoremos teigini.

Pasinaudoje, jeigu reikia, minéta savybe keleta kartu ir iSmeéte i A; joje minimus
elementus, vietoje visu aibiu A; galime gauti vieno elemento poaibius. Bet tada (1)
salyga reigkia, kad visi like A; elementai yra skirtingi X elementai. Todél jie sudaro
ieskoma skirtingu atstovu rinkini. Tuo biidu, teorema biitu irodyta.

Griztame prie minétos savybés. Tarkime, kad ¢ = 1, |A1| > 2, x,y € Ay, ir bet kurio
i$ ju atémimas i A; pakeistu (1) salyga. Tai reiskia, jog turime du indeksu poaibius
Fi, F5 C {2,...,m} tokius, kad

@ 1P| = \ User, AsU (A1 \ {x})] <A
3) Q) = \ Users AsU (A1 \ {y}>\ < |
Tada

PU Q - UieFluF2Ai UAl C X
ir ji patenkina (1) salyga, tad

(4) |[PUQ| > |F1 U Fy| + 1.
Be to,
(5) IPNQ|> ‘ Uier,nm Ai| > |F1 N Fy,

nes ir paskutiné sajunga tenkina (1) salyga. Dabar i (2), (3), (4) ir (5) nesunkiai iSvedame
priestara:

|1+ [Fo| = [P[+[Q = [PUQ|+ [PNQ| >

> |FLUF)| 4+ 1+ |FiNFEy| = |F|+|F]+ 1.
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1 teorema irodyta. o

2 teorema. X = {1,...,b} aibés poaibiy Seima A = {A1,..., An}, kuri kazkokiam
1 <r <n tenkina sqlygas

(1) |45 =r;

(ii) kiekvienas x € X priklauso lygiai r poaibiy i§ A.

Tada egzistuoja skirtingu atstovy rinkinys.

Irodymas. Tikriname Hall’o salyga (1). Dukart skai¢iuokime pory (j,z) su j € F ir
x € A;j skaic¢iu. IS vienos pusés pagal (i) salyga

Yo=Y > 1=r|F|

JjEF,x€A; jeEF xzcA;

I kitos pusés pagal (ii) salyga turime

SIEEED S SR TS

jeEF,xcA; r€EUjerAj j,x€A;

U4

JjeEF

Vadinasi, (1) galioja ir teiginys yra teisingas. o

Prisiminsime viena viduramziu zaidima — lotyniskuju kvadratu sudaryma. n eilés
lotyniskuoju kvadratu vadinama skaiciu 1,2, ...,n matrica, kurios eilutése ir stulpeliuose
yra skirtingi elementai. Ar su kiekvienu n tokia matrica egzistuoja?

3 teorema. Tequ n > 1 — naturalusis skaicius. FEgzistuoja n eilés lotyniskasis
kvadratas.

Irodymas. Irodysime net daugiau: kiekviena staciakampe matrica, vadinama lotynis-
kuoju stac¢iakampiu, mxn, 1 < m < n, su skirtingais elementais (i$ skai¢iu 1, ..., n) eilutése
ir stulpeliuose galime papildyti iki lotyniskojo staciakampio su didesniu eiluciu skai¢iumi.
Kadangi bet kuris skaiciu 1,...,n kélinys sudaro vienos eilutés lotyniskaji staciakampi,
kartodami papildymo procediira, sudarytume lotyniskaji kvadrata.

Tarkime, turime m X n lotyniskaji staciakampi, m < n. Kartu paémus, Siame stacia-
kampyje kiekvienas elementas pakartotas m kartu, po viena kiekvienoje eilutéje. Pazy-
meéekime Aq, ..., A, skaic¢iu, nepatekusiu i matricos stulpelius, aibes. Pastebékime, kad
|A;| = n — m, o kiekvienas skaicius i§ X = {1,...,n} jose pasikartoja n — m kartu.
Pastaraji teigini nesunku izvelgti nagrinéjant matricos stulpelius, papildytus aibémis A;.
Taip susidarytu n kéliniu, kuriuose bet kuris i$ skaic¢iu, nevirsijanc¢iu n, pasikartotu n
kartu. Kadangi lotyniskajame staciakampyje Sis skaic¢ius pakartotas m kartu, todél visose
aibése A; jis pasikartoja n —m kartu. Vadinasi, yra patenkintos 2 teoremos salygos su
r = n —m. Egzistuoja skirtingu atstovu rinkinys poaibiu Seimai A = {A;, ..., 4, }, kuris
gali sudaryti nauja lotyniskojo staciakampio eilute. Pakartoje tai keleta kartu baigiame
2 teoremos irodyma. o

Kai kada pasiseka isrinkti tik ¢ < m skirtingu atstovu rinkini (daline transversale). Jo
egzistavimo salyga Siek tiek silpnesné.
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4 teorema. Tegu A = {A;,...,An} — netuséiuy aibés X elementy poaibiy Seima.
Skirtingu atstovy rinkinys i$ t elementu, priklausanciu kaZkurioms is A; aibiy po vienag,
egzistuoja tada ir tik tada, kai kiekvienam F C {1,...,m}

(6) ’UieFAi 2|F|—1—t—m.

Irodymas. Kai |F|+t—m < 0, salyga triviali. Tegu ¢t < m, imkime bet kokia aibe
D, |D| = m — t ir nesikertancia sy X. Sudarykime aibés X U D = X’ poaibiu Seima
A" = {A,UD,..., A, UD}. Isitikinkime, jog A dalinis ¢ skirtingu atstovu rinkinys
egzistuoja tada ir tik tada, kada A’ turi skirtingu X’ atstovu rinkini.

IS tiesu, rade dalini rinkini x1, ..., x; galétume prirasyti visus D elementus ir tuo budu
gauti A’ skirtingu X’ atstovu rinkini, jau turinti m elementuy. Atvirkséiai, turédami
pastaraji rinkini, ir iSmete i$ jo visus D atstovus, kuriu bus ne daugiau negu m — t,
gautume bent ¢ skirtingu aibiu is A atstovu, t. y., dalini rinkini.

Lieka isitikinti, kad (6) salyga yra ekvivalenti Hall'o teoremos salygai, pritaikytai
Seimai A’. Tai isplaukia i§ sarysio

‘UiGF (AiUD)‘ = ‘ Uicr Ai| +m —t > |F|.

4 teorema irodyta. o

Jei dvidaliame grafe G = G(V1UV4, F) egzistuoja bent ¢ briaunu, jungianciu skirtingas
V1 virsunes su skirtingomis V5 virsunémis, tai sakome, kad grafe yra dalinis t < |V;|
suporavimas. Tegu, |Vi| = m bei kaip ir ankséiau ®(z;) C V5 — virSuniu, sujungtu
briaunomis su x;, aibé.

Isvada. Dwidaliame G(V1 U Vo, E) grafe yra dalinis t < |Vi| suporavimas tada ir tik
tada, kada

>|F|+t—m, Fc{l,..m}

‘ Uier ®(z;)

Uzduotis. Prie kokiu salygu egzistuoja dalinis skirtingu atstovu is A rinkinys isrinktu
is Xo C X7

5. Nuliy ir vienetu matricos

Hall’'o teoremos salygos tikrinima palengvina matricu, kuriu elementai yra tik nuliai
arba vienetai, nagrinéjimas. Tokios matricos vadinamos (0,1) matricomis. Tarkime, kad
A = {Ay,..., A} — netuséiu aibés X = {z1,...,x,} elementu poaibiu Seima. Matrica
M = (my), 1 <i<m,1<j<mn,sumy € {0,1} ir m;; = 1 tada ir tik tada,
kada z; € A; vadiname Seimos A incidenciaja matrica. Dvidaliame G(V; U Va, E) grafe,
Vi ={x1,..xm}, Vo ={v1, ..., Yn}, imdami kaip ir anksé¢iau aibe V5 vir§uniu, kurios buvo
sujungtos su z; € Vi, gautume, jog m;; = 1 tada ir tik tada, kai x;y; € E.

(0,1) matricos elementy rangu (nelygu matricos rangui!) vadiname didziausia skaiciu
vienetu, kurie yra skirtingose eilutése ir skirtinguose stulpeliuose. Aisku, eiluciy ar
stulpeliy keitimas vietomis netur.es itakos Sio rango skaic¢iavimui.
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1 teorema. Aibés X poaibiu Seima A = {Ay,...,Apn} turi didZiausiq t skirtingu

atstovy rinking tada ir tik tada, kai jos incidencios matricos elementy rangas lyqus t.
Irodymas iSplaukia i§ apibrézimu. o
Kita teorema, skirta palengvinti (0,1) matricos elementu rangui skai¢iuoti.

2 teorema (Konig, Egervary, 1931). (0,1) matricos elementy rangas lygus maZiau-
siam bendram skaiciui eiluciy ir stulpeliu, kurivose bendrai yra visi matricos vienetiniai
elementas.

Irodymas. Tarkime, kad visi vienetiniai elementai bendrai yra r eiluciu ir s stulpeliu,
i = r + s yra minimalus. Aisku, jog elementu rangas nevirsija u. Galime tarti, jog
matrica neturi nuliniu eiluciu ir stulpeliu.

Irodysime, kad matricoje yra p vienetu, iSsidésciusiu skirtingose eilutése ir skirtingu-
ose stulpeliuose. Patogumo sumetimais, perstatykime eilutes ir stulpelius taip, kad visi
vienetai butu virsutinése r eiluc¢iu ir paskutiniuose s stulpeliu. Gauname tokia matrica:

u-(n 8.
0 Q
Cia kairiajame apatiniame kampe yra daliné nuliné matrica, kurios matavimai yra (m —
r) x (n — s). Atkreipkime démesj i dalines matricas P ir (). Nei viena matricos P eiluté
negali buti nuliné. Priesingu atveju visus M vienetus butume sutalpine i maziau negu r
eiluciu ir s stulpeliu. Panasiai samprotaudami gautume, kad @) stulpeliai yra nenuliniai.
Tegu A;, ¢ < r, — pirmuju n — s stulpeliu indeksu j, kai m;; = 1, poaibis. Si poaibiu
seima A = {A;,...,A,} tenkina Hall’o teoremos salyga. IS tiesu, jei koks nors k §iu
poaibiu rinkinys turés maziau negu k elementu, tai vienetai, esantys Siose eilut.ese tilps
l < k stulpeliy. Pradin.eje matricoje M tas k eiluciy pakeiskime [ stulpeliu, kuriuos
prijunkime prie stulpelio (g) Bendras eiluciy ir stulpeliy, talpinanc¢iy visus vienetus
bty
(r—k)+s+l=p—(k—=1) <p.

Priestara irodo, kad Hall’o salyga yra patenkinta.

Pagal Hall’o teorema galime iSrinkti skirtingu atstovu rinkinij is r elementu. Jis nurodys
skirtingus indeksus stulpeliu, kuriuose yra M matricos r vienetu, kurie be to bus ir
skirtingose eilutése. Panasiai pasielge su matrica ), gausime dar s vienetu skirtingose M
eilutése ir stulpelinose. Todél M elementu rangas yra lygus r + s = p.

2 teorema irodyta. o

6. Besikertanciy poaibiu Seimos

Tarkime, kad X yra n aibé, t. y. |X| =n > 1. Ji turi i§ viso 2" poaibiu. Jie sudaro
visu poaibiu aibe, daznai Zymima 2%. Trumpumo délei mes zZymésime P(X). Dél kalbinio
sklandumo vietoje ”poaibiu aibé” sakysime ”poaibiu Seima”, nors zodis ”"Seima” galétu
leisti jos elementu pasikartojimus. Dabar visais atvejais poaibiai bus skirtingi.

Nagrinékime jos poaibiy Seimas A = {A4;,..., Ay} C P(X) su savybe

AiﬂAj%QL 1<i<7<m.
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Jas vadinsime poromis besikertanciy poaibiy Seimomis.

1 teorema. Jei A — n aibés besikertanciy poaibiy Seima, tai
Al <2

Be to, egzistuoja tokia A, kad |A| = 2771,

Irodymas. Turime 2"~1 skirtingu nesutvarkytuju poaibiu poru (A4, X \ A), kai A
perbéga visus poaibius i§ P(X). Bet kokioje seimoje A = {A41,...,A,,} i8 bet kurios
Sios poros gali biiti ne daugiau kaip vienas poaibis. Kitaip sakant, atitiktis

jei A; = A arba A; = X\ A, apibrézia A injektyvu atvaizdi su reikdmémis siu poru aibéje.
Tad, m < 2771,

Visi poaibiai, turintys 1, sudaro aibés {1,...,n} besikertanc¢iu poaibiu Seima. Ju yra
2n—1 o

Uzduotis. Raskite A, sudarytos i§ visy n aibés poaibiy, turinéiy daugiau nei n/2
elementuy, galia. Ir pastebékite, kad tokia A sudaro besikertanciy poaibiy Seima.

Kaip ivertinama besikertanciu poaibiu Seimos galia, kai ivedami papildomi apribojimai
poaibiams? Imkime tik k& poaibius su k& < n/2.

2 teorema (P. Erdés, Ch. Ko, R. Rado, 1938) Jei n > 2k, tai didZiausia besik-
ertanciy n aibés k poaibiy Seima turi ne daugiau kaip

(:2))

Irodymas. Pasinaudokime netikétu jvaizdziu. Imkime aibés X = {1,...,n} skaiciu
ciklinj kélinj (t.y. sutapatiname kélinius pavidalo (1234) = (2341) = (3412) = (4123)),
pazymeékime ji 7 ir juo sunumeruokime vienetinio apskritimo vienodo ilgio 27 /n lankelius,
apeidami juos pagal laikrodzio rodykle. Pastebékime, kad poromis besikertanciu lanku,
sudarytu i8 k i3 eilés einanciu lankeliu, Seima {Lq,..., L;} negali turéti daugiau negu k
lankuy, t.y. [ < k.

Is viso turime (n — 1)! cikliniu kéliniu 7 ir galimybiu sunumeruoti apskritimo lankus.
Tegu A = {A1,... A;}. Fiksavus poaibio A € A elementu numeracija, ji galima vaizduoti
k iS eilés einanciu lankeliu lanku L. kazkokioje lankeliu numeracijoje, gautoje ciklinio
kélinio 7 pagalba. Ta zymékime A — L. Panagrinékime poru aibe

nariy.

S={(A,71): Ac A, 7 —cikl. kKA— L;}

ir skaiciuokime dukart. IS vienos puseés,

1S1=>"Y AL} <> k=k(n—1).

T A€cA T
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Antra vertus,

S1=> "> 1A=L} = kli(n— k) =|Ak!(n— k).

AcA T AcA

Cia, skai¢iuodami vidine suma pastebéjome, kad aibés A elementus galime pernumeruoti
k! kartu. Vadinasi, jos vaizdavimas lanku tiek kartu pasikartojo kitose lanku numeracijose
naudojant kitus 7. Dar daugiau kélinio skaiciai, nepatenkantys i A, gali buti kei¢iami
(n — k)! kartu ir visi pakeistieji kéliniai duos $ios aibés vaizda. Vadinasi, yra k!(n — k)!
cikliniy 7, uztikrinanciu sarysi A — L.

Sulygine abi |S| iSraiskas, gauname

kE(n—1)!  (n—1
Al = (k—l)'

Teorema irodyta. o

Teorema 1 teigia, kad besikertanciu poaibiu Seimos galia bent du kartus mazesné uz
visu poaibiu aibés galia. Joje buvo naudojamas sarysis x € A. Panagrinékime teigini,
isreiskiama operacija A \ {z}.

3 teorema (J.A. Bondy, 1972). Tegu A = {A;,..., A,} —n aibés poaibiu Seima,
tai egzistuoja x € X toks, kad poaibiai A; \ {z}, 1 < i < n, yra skirtingi. FEgzistuoja
(n + 1)-0 poaibio Seima, neturinti tokios savybés.

Irodymas. Pastebékime, kad teoremoje leidziamas ir vienas tusciasis poaibis tarp A;,
suprantant 0 \ {z} = 0.

Panaudokime poaibiu simetrini skirtuma A. Pagal apibrézima

AAB = (A\B)U(B\ A) A BePX).

Tarkime, kad dél A negalioja teoremos teiginys.
Bet kokiam D C X galime apibrézti nebutinai skirtingu poaibiu rinkini

AD:{AiﬂDZ AZEA}

Jei x € AjAAs, pvz., x € Ay (tada z € As), o D = {z}, tai |Ap| > 2, nes turi tusciaji
poaibj ir {z}. Vadinasi, poaibiu Seima

D:={DcCX: |Ap| > |D|+ 1}
yra netuscia ir joje egzistuoja maksimalios galios poaibis D. Kokia jo galia? Kadangi
|Ap| < |A| = n, tai |D| < n —1. Lygybé |D| = n — 1 reikstu, jog Ap sudaro skirtingos
aibés, o D = X \ {d} su kazkokiu d € X. Kadangi

AN (X\{d}) = A\ {d}, 1<i<n,
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pagal miisu padaryta prielaida tokie poaibiai negali buti skirtingi. Taigi,
(6.1) |ID| <n—2.
Panasiai pastebékime, kad
(6.2) | Ap| <n—1.

IS tiesu, jei B B
A;ND=A;\D, D=X\D,

buty skirtingos, tai ir 4; \ {x} butu skirtingos kiekvienam x € D. Pagal (6.1) ju yra bent
2. Tai priestarauty musu prielaidai dél A.

Is (6.2) isplaukia, kad egzistuoja maksimalios galios D su savybe A; N D = A; N D
kazkokiem 1 <1i < j <n. Jeiz € A;AA;, tai z ¢ D (Isitikinkite!). Imkime E = DU{z}.
Pastebéje, jog A;NE # A;NE bei A;,NE # A, N E visoms poroms 1 < s <t < n,
kurioms buvo A; N D # A; N D, turime

|AE’Z|AD’+12|D‘+2:‘E|+1.

Tokiu budu, apibrézéme didesnios galios nei maksimali aibe i§ D. Priestara irodo pirma
teoremos teiginj.
Antrajam tvirtinimui pagristi, pakanka imti Seima

0,{1},...,{n}.

Teorema irodyta. o

Antras 3 teoremos jrodymas remiasi grafu teorija. Tegu vél A neturi teoremoje nurody-
tos savybés. Paprastumo délei imkime X = {1,...,n}. Taigi, kiekvienam 1 < i < n
egzistuoja 1 < k(i) < I(i) < n su savybe Ay # Ay, bet Apey \ {i} = Ay \ {i}, ir
todél

(6.3) ApiyAA Gy = {i}.

Sudarykime multigrafa su virsuniu aibe V' = {1, ..., n} ir kiekvienam ¢ idveskime briauna
sujungdami k(7) su (7). Multigrafo didumas irgi yra n. Isitikinkime, kad jame néra ciklo,
todeél jis bus grafas.

Tegu jame yra ciklas, turintis briaunas

k(i)l(in), k(i2)l(i2), - - k(is—1)7(is—1), k(is)l(is)

su sutampanc¢iomis vir§unémis (i;) = k(i;41), kai 1 < j < s —11ir l(is) = k(i1). Supa-
prastinkime Zymenis pakeisdami i, — 7, Ay(;) = A} bei A;;) = A’ ,,. Dabar pagal (6.3)
turesime

ALAAL = {1}, AyAAL = (2},..., ALAAL, | = ALAA} = {s}.
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Pasinaudokime gerai zinomu faktu, kad P(X) sudaro Abelio grupe simetrinio skirtumo
atzvilgiu. Joje neutralusis elementas yra (), o kiekvienai A € P(X) simetriskuoju (priesin-
guoju) elementu yra jis pats. Todél iterpdami tuscias aibes ir pasinaudodami asoci-
atyvumu, gauname

{s} = AJAAL = (ATAAG)A(AGA - AAL | )A(AL | AAY)

—(ARA AL 1) = 1),

J=1

Akivaizdi priestara irodo, kad grafas yra beciklis, bet tada jo didumas néra didesnis uz
n — 1. Vadinasi, prielaida apie A buvo klaidinga. o

Kitame skyrelyje nagrinékime atveji, kai aibés kertasi tam tikru elementu skai¢iumi.

7. De Bruijn-Erdds’o teorema (2004 m. nereikia).
Aibiu, kuriu poros kertasi fiksuotu skai¢iumi elementu, tyrimas yra nelengvas uzdavi-
nys. Pateiksime viena pavyzdi.

1 teorema (De Bruijn-Erdés). Tegu A — n aibés X = {1,...,n} poaibiy, kurie
poromis kertasi vienu elementu, Seima. Tada |A| < n. Lygybé |A| = n galima tik atvejais:

(i) gal but pernumeravus elementus, A = {Ay,..., Ap} su A; = {i,n}, kai 1 < i <
n—1,ir A, ={n};
(ii) gal but pernumeravus elementus, A = {A1,..., A} su A; = {i,n}, kai 1 < i <

n—1,irA,={1,...,n—1};

(iii) tam tikram naturiniam skaiciui q yra teisinga lygybé
_ 2
n=q +q+1,

be to, kiekvienos i§ A aibés galia lygi q + 1 ir kiekvienas X elementas yra (q + 1)-oje
aibéje.

Irodymas. Pradékime pastebéjimu, kad (ii) ir (iii) siek tiek persikerta. IS tiesu, kai
n=3,0¢=1, turime "trikampi”: A = {{1,2},{1,3},{2,3}}.

Apzvelkime trivialius atvejus. Jei egzistuoja vienas X aibés elementas (tegu jis buna

n), priklausantis visoms aibéms i§ A = {Ay,..., A}, tai
X\ {n} = {J (Ai\ {n})
i=1

butu aibés X \ {z} skaidinys nesikertanciomis aibémis. Desinéje puséje esanciu aibiu
rinkinyje, galima tik viena tuscia aibé, nes priesingu atveju du poaibiai i§ A butu buve
vienodi. Vadinasi,

n—1>(m-1)-1
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ir tuo paciu pirmasis teoremos teiginys yra teisingas. Jei turétume ir m = n, tai sunumer-
avus elementus taip, kad A4; \ {n} = {i}, 1 <i <n — 1, gautume (i) atveji.

Jei butu X € A ir |A| > 2, tai |A| = 2 ir antroji Seimos A aibé turétu tik viena
elementa, todél teoremos tvirtinimai butu akivaizdas.

Ateityje nebeliesime ka tik iSnagrinétu atveju ir tarsime, kad A = {Ay,..., A} su
|A| = m > 2, todél ir n > 3. Pazymékime

Bj=A;=X\4;,  k;=|4].
Tegu r; — skaicius aibiu is A, kuriose yra 7, 1 < ¢ < n. Pastebékime, kad
T S k]a

jeii € Aj. I8 tiesu, kiekviena aibé, turinti 7, kertasi su aibe A; vis kitame taske.
Taikykime skaic¢iavimo dukart principa. Tegu

S={(i,4;): i€ 4;,1<i<n,1<j<m}.

Turime
(7.1) N:=[S|=> r=>Y k.

Dabar skaiciuokime trejetus, t.y. galia aibés

Kadangi sankirtai priklauso tik vienas ¢, tai gauname

(7.2) Ul=>" > 1=) 1=m(m-1)

j#EI€A;NAg 77k
n n
= E E 1= E Ti(T‘i—l).
=1 £k =1
iEAjﬂAk

Skaiciuokime galia aibeés
Vo= {((4,4),A;) s {i,0'} CAj,1 <i,i' <nyi#1,1<j<m},

patogumo sumetimais laikydami, kad (i,4") yra sutvarkytoji pora. Gauname

(7.3) Vi=>, >, 1= kik-1)

Jj=1 (i,i/) Jj=1
{i,i’'}C A,
:Z Z 1§21:n(n—1).
(3,4') J<m (zz’)

izi’ {ii'}CA; i
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Griztame prie pirmojo teoremos teiginio. Kai m < n, jis irodytas. Todél toliau
sakykime, jog m > n. Turime skirtingus X aibés poaibius A;,...,A4,,. Be to, pagal
irodymo pradzioje isskirta trivialu atveji galime tarti, kad jie nesutampa su X. Aibiu
seima

B .= {Bl,...,Bn}

tenkina Hallo salyga. IS tiesu, imkime bet koki indeksu poaibi J C {1,...,n} ir skai¢iuoki-

me
U B =4l

jed jeJ

Tai elementu, nepatenkanciu i jokia i§ A;, j € J, skaicius. Jei J = {j}, tai |B,;| =
| X\ 4;] > 1> |{j}| =1 ir Hallo salyga yra patenkinta.
Tegu 2 < |J| < n — 1. Egzistuoja pora j, k € J tokia, kad

B

jeg

> |B,UBM| = [ A =n—1.

Hallo salyga taip pat yra patenkinta. Atvejis |.J| = n trivialus, nes aibiu B; sajunga apima
visus X elementus. Vadinasi, Seima B turi skirtingu atstovu rinkini, kuri sunumeruokime
raidémis ¢, t.y. ¢ € B;. Tada i € A;, 1 = 1,...,n. Todél pagal anksteni pastebéjima
gauname

ri < ki,

018 (7.1), (7.2) bei (7.3) isplaukia

(7.4) m(m—l):Z 12—27’1 Zr —

<Y K —N<n(n-1)

Is ¢ia gauname, kad m < n, o prisimine ankstesne prielaida, — ir lygybe m = n. Tada is
(7.4) isplaukia ir lygybé r; = k;, 1 < i < n. Palygine (7.2) ir (7.3) dabar matome, kad

n

TL(?’L— 1) = Z’I“Z‘(TZ' - 1) = ij(k?] - 1)
i=1 Jj=1
=Y > 1<) 1=nmn-1)

(i,i') J<m (i,d")
i#i {64’ }CA; i’

Vadinasi, kartotinés sumos vidiné suma visada turi buti lygi vienam. Tai reiskia, kad bet
kokia pora nelygiu skai¢iu ¢ ir ¢’ turi priklausyti vienam ir tik vienam poaibiui A;. Dabar
galime jsivaizduoti poaibiu struktiira. Imkime i ¢ A; = {s1,..., s, }. Poros {i,s,} bus
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skirtinguose poaibiuose, kuriu bendruoju elementu bus i. Sie poaibiai iSsemia visus 7;
poaibiu, kuriuose yra ¢. Vadinasi, iS ¢ € A; iSplaukia netgi r; = k;, ¢ia 1 <14, j < n.
Tarkime, kad yra tokiu 7 # j, kuriems 7; # r;. Jei buitu bent viena aibé Ay, 1 <s<n
tokia, kad i € A ir j € A, turétu buti ir r; = k5 = r;. Taigi, Siuo atveju visose aibése
yra ¢ arba j.
Bet kokiam [ € {1,...,n}\ {i,j} taip pat turime

£ T arba T # Ty

Kadangi galimas pernumeravimas, nesiaurindami bendrumo, tariame, kad galioja pirmoji
i§ pastaruju nelygybiu. Kaip ka tik pastebéjome, kiekvienoje aibéje turi biuti arba i, arba
I. Cia 1 <1 < n — bet koks, nelygus i ir j, skai¢ius. Pagal teoremos irodymo pradzioje
iSskirta trivialu atveji, bent viena aibé neturi ¢, bet tada ji turi tureti ir 7, ir [ su bet
kokiu I # 4,j. Tokia aibé yra tik viena. Perzymeéjus ¢ i n, matome, kad tai bus aibé
{1,...,n—1}. Likusios Seimos A aibés turi turéti n ir dar viena skirtinga joms elementa.
Taigi, gavome (ii) teoremos punkte aprasyta struktura.

Liko atvejis, kai r; yra tas pats visiems i. Pazymékime ¢ = r; — 1. Taigi, kiekvienas
elementas i5 X patenka i (¢ + 1)-a aibe. Bet kokia aibé A; i§ Seimos A, neturi kazkokio
elemento, todél |A;| = k; = r; = ¢+ 1. Seimos aibés poromis persikerta tik vienu
elementu. Tad, isivaizdave viena i$ aibiu (¢ + 1)-o tasko seka, paimtume Salia esanti
taska ir nuo jo pratestume tasku sekas, besibaigiancias pradinés sekos taskais. Dabar
akivaizdu, kad

n=14+(q+1)g=¢*+q+1.

Teorema irodyta. o

8. ,,Politiko” teorema

Paskutiniame skyrelyje iSnagrinéjome, struktiira poaibiu, kuriu poru sankirtose yra
lygiai vienas elementas. Savo stiliumi De Bruijn-Erdés’o teoremai yra artima kombina-
torikos folkloru tapusi ,,Politiko” teorema. Populiariausia jos forma yra tokia:

Tarkime, kad Zmoniy bendruomené turi savybe: bet kokios jos nariy poros abu asmenys
pazista lygiat vieng kita asmeni. Tada bendruomené turi vienqg ,,politikq”, t. y. nari, kur;
pazista visi.

Palygine su 7 skyrelio teorema matome, kad dabar vietoje sarysio ,,elementas prik-

lauso” formulavime naudojamas iSsireiSkimas ,,abu poros asmenys pazista kita”. Grafu
teorijoje tai lengva iSreiksti gretimumo sarysiu.

Teorema. Tarkime, kad grafe G = (V, E) kiekvienos virsuniy poros abu elementai yra
gretimi su viena ir tik viena virsune. Tada egzistuoja virsuné, gretima su visomis kitomais
grafo virsunéms.

Grafas, vadinamas ,,véjo malunu”:
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iliustruoja tokia galimybe. Pasirodo, kad tai — vienintelis grafas, tenkinatis teoremos
salyga.

Irodymas. Pirmoje dalyje irodysime, kad G — grafas, tenkinantis teoremos salyga, bet
neturintis teoremoje nurodytos virsunés, kuri btitu gretima su visomis kitomis virstinémis,
yra requliarus. Pagal apibrézima tokio grafo virsuniu laipsniai §(u), u € V', yra vienodi.
Aisku, kad G nebus nei pilnasis grafas K, nei Kj.

Pradzioje pastebékime, kad G neturi ilgio 4 ciklo Cy. IS tiesu, prieSingu atveju
negretimu ciklo vir§tniu pora turétu dvi bendras gretimas virstunes, o ne viena. Taigi, G
nebus pilnasis grafas K, s > 4. Vadinasi, egzistuoja negretimu virstuniu pora u,v € V.
Tegu 6(u) =k > 1, 0 W := {w,...,wg} — jos kaimyniniu virsuniy aibé. Pastebékime,
kad teoremos salyga tenkinama tik, kai k£ > 2.

Poros {u,v} bendra gretimoji virsuné bus aibéje W. Tarkime, kad tai virsuné ws.
Poros {u,ws} bendra gretimoji virsuné irgi bus aibéje W. Tegu tai yra w;. Panasiai
poru {ws,v},...,{wk,v} bendras gretimasias virSunes suzymékime raidémis zs, ..., 2k
atitinkamai. Kadangi Cy ¢ G, virsunés z; nepriklauso W, be to z;, 2 < ¢ < k yra
skirtingos. Vadinasi,

(8.1) d(u)=0(v)=k>2.
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Gauta situacija pavaizduokime grafu

w1

Zk

Matome, kad atveju k = 2 turétume ,,véjo maluna”, tenkinantj teoremos isvada. Taigi
toliau nagrinésime atveji, kai & > 3. Visos nepaminétos virsuneés, jei tokiu yra, bus
negretimos ir u, ir v, o virsunés w; ir z; — negretimos arba u, arba v. Vadinasi, pagal
(8.1) visu virguniu laipsniai yra k. Irode G reguliaruma, pastebékime, kad &k ir n = |V/|
yra tarpusavyje susije dydziai. IS vienos puses,

k

(8.2) }:&wg:k%

I8 kitos pusés, isitikinkime, kad suma kairioje puséje ,,suskaic¢iuoja” visas grafo virstunes, o
u —net k kartu. IS tiesu, jei kazkokia vir§tiiné x nebiitu gretima vienai i§ w;, tai panagrinéje
poros {z,u} bendra gretima gautime prieStara. Vadinasi, démuo §(w;) suskaiciuoja w;
kaimynes, skirtingiems i Sios kaimyniu aibés kertasi tik virsune w. I§ (8.2) isplaukia

(8.3) > —k+1=n.

Antra jrodymo dalis yra algebriné. Pagrindiné idéja — istirti grafo G gretimumo ma-
tricos tikrines reiksmes. Tegu A = (a;;) - tokia matrica. Ji yra simetriné, kiekvienoje jos
eilutéje yra k > 3 vienetu, o kiti elementai yra nuliniai. Pagrindiné istrizainé taip pat
sudaryta i$ nuliu. Teoremos salyga reikalauja, kad bet kokioje poroje eiluciu butu lygiai
viena vieta, kai vienetas yra vir§ vieneto. Todél galime nesunkiai rasti

k1.1

, [tk o1

A= 0 U =kk-DI+
1 1 ... k

Cia I — n eilés vienetiné, o J — matrica, sudaryta tik i vienetu. Kadangi charakteristinis
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polinomas
11—t 1 1 —t 0 ... 1
1 1—t ... 1 0 —t 1
det(J —tI) = det : : . : =det | .

1 1 1—1 t ot 1t
—t 0 1
0 —t ... 1 L

=det| . . . . =(n—-1)(=)""",
0 O n—t

tai matricos A? tikrinés reiksmeés yra
(k—1)+n, (k—1)+n-1

kartotinumu 1 ir (n—1)-as atitinkamai. Pritaike (8.3) lygybe i3 ¢ia gauname, kad matricos
A tikriné reik§mé k yra pirmojo kartotinumo, o reiksmeés vk — 1ir —v/'k — 1 turi kazkokius
kartotinumus s ir r, s+7 = n—1. Prisimine dar viena tiesinés algebros fakta, kad matricos
istrizainés elementu suma lygi jos tikriniu reikSmiu sumai, matome, jog

k+svk—1—rvk—-1=0.

Vadinasi, s # r bei

k
Vk—1= .
s—r
Desinéje puséje turime racionaluji skaiciu, o kairioji yra kvadratiné Saknis i$ naturaliojo
skaiciaus. I$ ¢ia iSplaukia, kad §i Saknis irgi yra naturalusis skai¢ius (Isirodykite!).
Paymékime ji h. Gauname sarysi

h(s—r)=Fk=h*+1,

parodanti, kad h dalija h? 4+ 1. Todél h = 1, o k = 2. Bet & atveji mes buvome ismete
i nagrinéjimo. Gautoji priestara parodo, kad grafo GG, neturinc¢io teoremoje nurodytos
savybés néra.

Teorema irodyta. o

Performuluodami teorema, matome, kad grafas, kuriame tarp bet kokiu dvieju virsuniu

yra tik vienintelis ilgio 2 kelias, yra ,,véjo maltinas”. Paskutiniame deSimtmetyje didelio
démesio buvo susilaukusi A. Kotzigo hipotezé.

Kotzigo hipotezé. Tegu | > 2. Néra grafu su savybe, kad bet kokiq virsuniu pora
Jungia vienintelis ilgo | kelias.

Pats autorius patvirtino ja, kai [ < 8. Tik 2000 metais Y. Yang, J. Lin, C. Wang ir
V. Li irodé hipoteze.
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9. Spernerio Seima

Apibrézimas. Seima poaibiy A= {Ay,..., Ay}, A; C X, tenkinanciy salyga
A; & Aj, A A

kiekvienai porai 1 < i < 7 < m, vadinama Sperner’io vardu.

Daznai tokios Seimos vadinamos antigrandinémas, o poaibiu Seimos su savybe
AiCAyC---CAy —

grandinémas.

Jei X zymivisur, 0 < r < n = | X|, galios poaibiu aibe, tai ji yra Spernerio
Seima. Jos pacios galia yra (’;) Zinoma, kad binominis koeficientas pasiekia maksimuma,
kai r = [n/2]. Pasirodo, kad didesnés galios m negu §is rézis pasiekti yra neimanoma.
Pradzioje isirodysime pagalbini rezultata.

Lema. Tegu P(X) — visy n aibés poaibiy aibé, X — wvisy r poaibiy Seima. Jei
r < n/2, tai egzistuoja injekcija f : P(X) :— P(X) su savybém A C f(A) ir

f‘ = fr: X o x (D),
X(r)

Jein/2 < r <mn, tai egzistuoja injekcija g : P(X) :— P(X) su savybém g(A) C A ir

g‘ = g X 5 x(r=1),

Irodymas. Pastebékime, kad antrasis teiginys iSplaukia i§ pirmo. Pakanka apibreézti

9(A) = f(A).

Cia A= X \ A.
Imkime dvidali grafa su vir§uniu aibémis V; = X ") ir Vo = XO+D | Virstine 4 € V3
sujunkime briauna, jei A C B ir B € V5. Be to, susitarkime zymeéti

B=®(4) oA =[] ®M4), AcW.
AcA

Sis grafas tenkina Hallo teoremos salyga. I tiesu, kickviena A € A C V; yra gretima
sun—r > n/2 virsuniy is V3, 0 B € ®(A) C V5 sujungta su ne daugiau negu r+ 1 virsune
is A. Dukart suskaic¢iuokime M := [{AB: A€ A, B € ®(A)}|. Gauname

M = Z Z 1= Z(n—T):|A|(n—r).

AcA B AcA
B=d(A)
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ir

M= > > 1< > (r+1)=@r+1)0A)

Be®(A) A Be®(A)
®(A)=B

Todél
(r+ D[S(A)] = (n —7)[ Al

Kadangi r < n/2, i§ ¢ia ir lyginio, ir nelyginio skai¢iaus n atveju gauname |®(A)| > |A|.
Pagal Hallo teorema egzistuoja visiskas poravimas, kuris dabar apibrézia norima injek-
tyvu atvaizdi. o

Lema leidzia aibe P(X) suskaidyti m = ([n%]) nepersikertanciu grandiniu sajunga.
Kol r <n/2, Ae X ir f(A) dékime i ta pacia grandine ir gausime

AcC f(A)cf(f(4)c---cB

Cia B — kazkokia aibé i§ X(™). Panasiai, kai r > [n/2] pasinaudoje atvaizdziu g sudary-
tume besitraukiancias grandines, kurios baigtusi kazkokia B’ € X (™). Likty tik sujungti
grandines su B = B’.

Uzduotis. Grandiné A; C Ay C --- C Ay, vadinama simetrine, jeigu |A;11| = |A:|+1,
1 <i<k-—1,ir |A1] = n — k. Irodykite, kad P(X) galima isskaidyti nesikertanciu
simetriniu grandiniu sajunga.

1 teorema (E. Sperner, 1928). Aibés X, | X| = n Spernerio seimoje yra ne daugiau

kaip
" ([Jz])

Irodymas. Pastebékime, kad Spernerio Seimos poaibiai priklauso skirtingoms auksciau
sudarytoms grandinéms po viena. Grandiniu yra m. Teorema jrodyta. o

poaibivy.

Septintame praeito amziaus deSimtmetyje D. Lubell, L.D. Mesalkin, ir K. Yamamoto
nepriklausomai vienas nuo kito patikslino Spernerio rezultata.

2 teorema (LYM t.). Tegu A — Spernerio seima, A, = ANX®) iray, = | Ag|. Tada
n n -1
Saly) <t
k=0
Irodymas. Grandines pavidalo
@CAil CAi2 (@I CA%Hl C X,

ir turincias savybe |4;, | = k kiekvienam 1 < k < n — 1, vadinkime maksimaliosiomis. Ju
yra n!.



56

Kiekviena A € Ay priklauso k!(n — k)! maksimaliyju grandiniu. Spernerio sistemos
aibés gali priklausyti ne daugiau kaip vienai grandinei. Todél

> apk!(n — k) < nl.
k=0

Ta ir reikéjo irodyti. o
Daznai sutinkama kita LYM teoremos formuluoteé.

—1

2’ teorema. Aibés A, |A| = a svoriu vadinkime w(a) := () . Jei A — Spernerio

seima, tat

(7.1) > w(A) <1

AcA

Irodymas. Tegu a; — galios k, 0 < k < n, aibiu poaibiu Seimoje A skaiCius. Sugrupave
kairés pusés démenis, gauname suma

n —1
e

kuri buvo ivertinta 2 teoremoje. o

LYM teorema paaisSkina, kad konstruodami dideles Spernerio Seimas, turime imti mazo
svorio aibes. Todél tokiu aibiu galios turi buti artimos binominiu koeficientu (Z) mak-
simumui. Vadinasi, reiktu imti k& = [n/2]. Istate Sia reiksme i (7.1), gautume Spernerio
Seimos aibiu skaiciaus iverti, kuris buvo iSvestas 1 teoremoje.

Pastebékime, kad (7.1) nelygybé virsta lygybe, kai A = X(*) kazkokiam k. Sunkiau
butu isvesti, kad kitais atvejais (7.1) yra griezta nelygybe.

10. Kliky problema

Vél grizkime prie grafu problemu. Priminsime, kad pilnasis pografis K, grafe yra
vadinamas klika. Intuityviai aiSku, kad grafas, neturintis didelés eilés p klikos, negali
turéti daug briaunu. Rasime §io fakto kiekybini ivertinima.

Turano teorema. Jei grafas G = (V, E) neturi p eilés klikos, tai

2
E| < (1_L)”__
p—1/ 2

Irodymas. Pasinaudokime ir tikimybémis, ir viena optimizavimo idéja. Grafo virsuniu
aibéje V iveskime tikimybini skirstini, vir§tnei u € V' priskirdami tikimybe w, > 0 taip,

kad
Z w, = 1.

ueV
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Nagrinékime suma

kurioje, kaip matome, imamos tik gretimy virstniu tikimybes.
Tegu wuy ir v1 — bet kokios negretimos virstinées. Pazymékime ju kaimyniniy virstniu

tikimybes
s = Z Wy t= Z Wy, -

uiveFkR uvi €L

Tegu s > t. Kaip keistusi f(w), jei v; tikimybe perduotume u;, tuo paciu mazintume
vir§tniu su teigiamomis tikimybémis skaiciu? Kadangi

(10'1) f(’(f)) = Z Wy Wy + Wy, Z Wy + Wy Z Wy

wwEE urveE uv1 €L
uFul,v#v1
= E Wy Wy + Wy, § + Wy, T,
uveEE
u#ulfu;évl

tal naujoje sumoje iSnyktu paskutinis, o prieSpaskutinis démuo padidétu dydziu w,, s.
Taigi, naujajam tikimybiu skirstiniui

f(w/> = f(ﬂ]) + Wy, 5 — Wy, T > f(w)

Vadinasi, galime padaryti iSvada: negretimu vir§uniu tikimybes perduodant tai virsinei,
kurios kaimyniu tikimybeé yra didesné, funkcijos f reikSmé nemazéja. Ji pasiekia maksi-
muma, kai virSunes su teigiamomis tikimybémis yra poromis gretimos. Tada jos sudaro
klika, kurios eile pazymékime k£ < p — 1.

Tegu dabar w; ir vy dvi Sios klikos virsunés su tikimybémis w,, > w,,. Imkime
0 < e < wy, —w,, ir pakeiskime Siy virsuniu tikimybes per ¢ mazindami didesne ir
didindami mazesne. Panasiai kaip (10.1), bet atsizvelgdami i tai, kad dabar ir ujv; € E,
gauname naujaja funkcijos f reikSme

F(@'") = Z Wy Wy + (Wy, — €) Z wy + (wy, +¢) Z Wy,

wwEE w1 veER uv1€EE
uFUL,UFEVL

+ (wu1 — 5) (wv1 —|—5) = f(w) — 5(1 — wul) + 6(1 — wvl) — g2

= f(w) —|—5(wul — wvl) — &2 > f(w).
Sis jvertis rodo, kad klikoms funkcija f pasiekia maksimuma, kai skirstinys virsaniu aibéje
yra tolygus. Jei vy,...,v; — klikos virsunés, tai ju tikimybeés tada turi buti lygios 1/k.
Klika turi k(k — 1)/2 briaunu, todél maksimali funkcijos f reiksme lygi

Bk—1)11
> kk
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Didéjant £ < p — 1, ji didéja, tad bet kokiam tikimybiniam skirstiniui virtiniu aibeéje
turime
1 1
)< —(1— ——).
fw0_2< p—1>

Paéme tolyguji skirstini w, ~ 1/n, u € V, gauname

E] 1 1
Ple (1o —).
n? — 2 p—1

Ta ir reikéjo irodyti. o

Ar Turano teorema nurodo tikslu grafo didumo jvertinima? Atsakymas yra teigia-
mas. Pakanka panagrinéti (p — 1)-dalius pilnuosius grafus. Pagal apibrézima jie gaunami
suskaidzius virsuniu aibe i (p — 1)-a galios n; > 0 poaibi taip, kad 1 < i < p—1 ir
ni +---ny_1 = n, ir sujungiant kiekviena pora virsuniu, gulin¢iu skirtinguose poaibiu-
ose, briaunomis. Maksimalus briaunu skaicius bus tada, kada poaibiuose esanciu virstiniu
skaicius yra labiausiai artimas. Jei vienodo negalima pasiekti, tai imama salyga |n;—n;| <
1. Pastarieji grafai vadinami Turano vardu. Jei (p—1) dalija n, tai turime n; ~n/(p—1).
Tokio (p — 1)-dalio pilnojo grafo didumas lygus

p—1 n \? _ (4 1 n?
2 p—1) p—1)2°
Kadangi (p — 1)-daliai grafai neturi p eilés klikos, tai matome, kad Turano gautas ivertis

yra pasiekiamas. Bendru atveju nagrinéjamos kliku problemos atzvilgiu Turano grafai
yra ekstremalieji.

11. Tikimybinis metodas

Kaip pastebéjome ankstesniuose skyreliuose, diskrecioje matematikoje naudojami visu
matematikos Saku metodai ir rezultatai. Pastaruoju metu ypac plinta tikimybinis ,,viru-
sas”. Daznai buna sunku irodyti kazkokio isskirtinio objekto egzistavima visoje ju klaséje.
Taciau toje klaséje ivedus tikimybini mata, nesunku parodyti, kad isskirtinio objekto
tikimybé yra teigiama. IS ¢ia daroma isvada, kad toks objektas egzistuoja. Zinoma, tai
bus nekonstruktyvus irodymas.

Pradékime nuo paprastos spalvinimo problemos. Imkime pradine aibe X ir tarkime,
kad turime galimybe jos elementus nuspalvinti naudodami viena is dvieju spalvu. Na-
grinékime jos d poaibiu Seima A. Sakoma, kad A yra dvispalvé, jei yra toks X nuspalvin-
imas, kad kiekviename A poaibyje atsiras abieju spalvu elemetai. Jei A su |A| = m yra
dvispalve, tai ir daliniai poSeimiai su mazesniu skai¢iumi poaibiu bus dvispalviai. Didi-
nant m $§i savybé nebutinai islieka. Pavyzdziui, aibés X su | X| = 2d — 1 visu d poaibiu
seima X (9 jau nebéra dvispalve. I5 tiesu, bet kaip spalvinant bus bent d vienodos spalvos
elementy ir toks poaibis priklauso X (9. Kokia yra maziausia poaibiu seimos A C X (4
kai d > 2, galia, kad A nebutu dvispalvé. Pazymékime §ia galia m(d). Kitaip tariant,
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jei |A| < m(d), tai seima A jau bus dvispalvé. Pritaike Stirlingo formule, i§ pateiktojo
pavyzdzio matome, kad

_ 2d
m(d) < (Qdd 1) - (1+o(1))23ﬁ, d — oo

Tai yra gana grubokas ivertis i§ virsaus. Daugiau informacijos suteikia apatiniai iverciai.
Ateityje tarsime, kad pradiné aibé X yra pakankamai didelé.

1 teorema. Teisingas toks jvertis 1§ apacios:

m(d) > 2971, d>2.

Irodymas. Reikia isitikinti, kad bet kokia d poaibiu Seima A su |A| < 2971 yra dvis-
palvé. Nuspalvinkime aibés X elementus viena i$ spalvu su vienoda tikimybe ir neprik-
lausomai viena nuo kito. Galime sakyti, kad pries spalvindami virSine metame moneta.
Jei A € A — vienas i§ poaibiu, tai tikimybé, kad visi jo elementai yra vienos spalvos, yra

P(S4) := P(A — vienspalvis) = (1/2)%.

Cia atsizvelgéme i dvieju spalvu galimybes. Tikimybé, kad bent vienas i§ A poaibiu bus

vienspalvis, lygi
P( U SA>.
AcA

Jei poaibiai i§ A nesikerta, ieSkomas nuspalvinimas akivaizdziai egzistuoja. PrieSingu
atveju uzrasytoje ivykiu sajungoje ivykiai néra nesutaikomi, o sankirtu tikimybés yra
teigiamos. Tada

P( U SA) <Y P(Sa)=m(1/2)" " < 1.

AcA AcA

Is cia isplaukia, kad tikimybe, jog visi poaibiai bus dvispalviai, yra teigiama, todel egzis-
tuoja X nuspalvinimas toks, kad A butu dvispalvis. o

Pastebékime, kad m(2) = 3. Tai reiskia, kad 1 teoremoje gautas jvertis yra pasiekia-
mas. Pakanka panagrinéti trikampio virstniu nuspalvinimo dviem spalvomis variantus.
Visada viena arba dvi krastinés turés skirtingu spalvu galu, o i$ triju krastiniu Seimos
viena netures Sios savybés.

Sunkiau irodyti teigini, kad m(3) = 7.

Panagrinékite lygiakrascio trikampio virsuniu ir pusiaukrastiniu visus tarpusavio susi-
kirtimo taskus, kaip pavaizduota Siame paveiksle:
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Gausite 7 tasku aibe. Sudarykite Seima 7 poaibiu po tris i§ tasku, esanciu krastinése,
pusiaukrastineése ir krastiniu vidurio tasku. Siai Seimai nuspalvinti nepakaks 2 spalvu,
nors kad ir kaip keistume visu tasku nuspalvinimo variantus. Todél m(3) < 7.

Dvidesimtajame amziuje taip ir nepavyko rasti m(4) bei kitu sios funkcijos reiksmiu.

Ypac sunkios yra Ramsey’io skaic¢iu problemos. Isivaizduokime, kad juoda ir balta
spalvom nuspalvinome pilnojo grafo K, virsiines ir keliame klausima, ar jame yra viena-
spalviai pilnieji pografiai K, arba K;. Cia s,t < n. Jei viena i§ §iu pografiu radome n
eilés grafe, tai juo labiau rasime ir didesniame. Idomus uzdavinys yra surasti maziausia n,
kad K,, turéty bent viena minéta vienaspalvi pografi. Sis maziausias skai¢ius vadinamas
Ramsey skaiciumi R(s,t).

Su jais susijes placiai zinomas faktas, jog SeSiu studentu draugijoje visada egzistuoja
trejetas, kurie pazista vienas kita arba nei vienas nepazista kito. Vaizduokime studen-
tus Sestos eilés grafo virSunémis ir junkime briauna virStnes, jei atitinkami studentai
pazinojo vienas kita. Salia nubrézkime grafo papilding, t.y., grafa su Sesiomis virstinémis,
kurios sujungtos briaunomis, jei atitinkami studentai nepazinojo vienas kito. Uzdéjus
abu grafus viena ant kito, gautume pilnaji K¢ grafa. Taigi, minétas faktas teigia, kad bet
kaip perskyrus pilnojo grafo briaunas i dvi dalis (pvz., nudazius jas dviem skirtingomis
spalvomis), arba viename, arba kitame pografyje bus pilnasis K3 pografis. Deja, penkiu
studentu draugija tokios savybés jau nebeturi.

Performuluojant Ramsey skai¢iaus R(s, t) apibrézima, juo galima laikyti maziausia eile
G grafo, kuriame arba jo papildinyje yra vienas i$ vienspalviu pografiu K arba K;.

Ateityje laikysime, kad s, > 2. Pastebékime, kad

R(s,t) = R(t,s), s,t>2,

R(s,2) = R(2,s)=s, s>2.

IS tiesu, dazant K grafo briaunas juodai ir baltai, arba visos briaunos bus juodos, arba
bent viena balta.
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2 teorema (Ramsey, 1928). Kai s,t > 2, teisinga nelygybé

R(s,t) < R(s—1,t) + R(s,t —1).

R(s,t) < (T—;i12>

Irodymas. Pirmaja nelygybe irodinéjant, galime laikyti, kad deSinéje esantys démenys
yra baigtiniai. Tegu

Be to, kai s,t > 2,

n:= R(s —1,t) + R(s,t — 1) =: nqy + na.

Spalvinkime K, grafo briaunas juodai ir baltai. Reikia rasti juodai nudazyta pografi K,
arba balta pografi K;.

Fiksuokime K™ virsune x. Jos laipsnis §(z) =n —1 = ny + ny — 1. Todél §i virsuné
yra incidenti nemaziau negu ny juodu briaunu arba nemaziau negu ns baltu briaunu.
Simetriskumo déka galime teigti, kad yra teisingas pirmasis atvejis. Nagrinékime pilnaji
K,,, grafa, kurio vir§tuneés yra incidentiskos x ir kurias su = jungia juodos briaunos. Jei
K,,, turi balta K; pografi, tai pirmoji nelygybé irodyta.

Priesingu atveju, pagal pazyméjima ny = R(s — 1,t), pilnasis K,, grafas turi juoda
K1 pilnaji pografi, kuris kartu su x ir juodosiomis briaunomis, incidenc¢iomis z, sudaro
pilnaji pografi K. Pirmoji teoremos nelygybé irodyta.

Antraja nelygybe irodome matematinés indukcijos metodu. Kaip esame pastebéje, kai
s = 2 arba t = 2, antroji nelygybé virsta lygybe. Tarkime, kad s,t > 2, o s/, > 2 kita
pora naturaliuju skaiciu, s’ +r’ < s+t, kuriai antroji teoremos nelygybé jau yra teisinga
pagal indukcine prielaida. IS anksc¢iau irodytos nelygybes isplaukia

R(s,t) < R(s—1,t) + R(s,t —1) <
< t+s—3 + t+s—3 _ t+s—2 .
- 5s—2 s—1 s—1
Teorema irodyta. o
Isvada. Teisingas toks jvertis 1S virsaus:

R(s,s) < 22573,

Irodymas. Kadangi binominiu koeficientu

(o) ()

suma suskai¢iuoja ne visus (2s — 3) aibés poaibius, tai

s (50) () () s
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Isvada irodyta. o

Jau anks¢iau matéme, kad R(2,2) = 2. Isitikinkite, kad minéta studentu burelio
savybé matematiskai yra isreiskiama lygybe R(3,3) = 6. Jai irodyti pastebétume, kad
pirmoji i$ (11.1) nelygybiu parodo, jog R(3,3) < 6. Apatini jvert] gautume iSnagrinéje
pilnaji K5 grafa, pavaizdave ji penkiakampiu ir nuspalvine vidines briaunas baltai, o
iSorines — juodai. Kadangi jame nerastume vienspalvio trikampio, padarytume isvada,
kad R(3,3) > 6.

Ramsey’io skaic¢iu ijvertinimas i§ apacios yra zymiai sudétingesné problema. Ja na-
grinesime naudodami tikimybinius samprotavimus.

3 teorema (P. Erdds). Visiems s > 2 turime
R(s,s) > 2°/2.

Irodymas. Galime pradéti nuo s > 4. Imkime K, grafa, kai n < 2%/2, ir nepriklausomai
su vienodomis tikimybémis 1/2 nuspalvinkime jo briaunas juoda ir balta spalvomis. Bet
kokio vis briaunu nuspalvinimo tikimybeés yra lygios

9-(5)

Jei A — virsuniu s aibé, o Sa — ivykis, kad visos A virSunes jungiancios briaunos yra
baltos, tai
P(Sa) =270,

Vadinasi, tikimybe, kad yra bent vienas baltas pilnasis pografis K, lygi
n s
P Sa)< S Psa)=(")20.
<|AL|J— )= X reso- (")

Pasinaudokime nelygybe

iSplaukiancia is

Taigi, jei n < 2°%/2,

P( U SA) < g2 B <2t g2 <,
|Al=s

Tokia pati tikimybeé ir dél juodojo K, pografio egzistavimo. Vadinasi, tikimybé, kad
neegzistuos nei baltas, nei juodas K, yra grieztai teigiama. Darome iSvada, kad yra
grafo K, nuspalvinimas su Sia savybe. Teorema irodyta. o
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Aptartus Ramsey skai¢iaus R(s, s) iver¢ius pavyksta patikslinti tik atskirais atvejais.
Nezitirint to, kad mes naudojome primityvius tikimybinus samprotavimus, bet kokiam s
P.Erdés’o ivercio iki Siol nepavyko pagerinti.

Pabaigai panagrinékime grafu idéties i plokstuma problema. Prisiminkime, kad grafas
vadinamas planariuoju, jei egzistuoja jam izomorfiskas ploksciasis grafas. Tai reiskia,
kad planaruji grafa galima pavaizduoti plokStumoje taip, kad briaunas vaizduojancios
Zordano kreives nesikirstu vidiniuose taskuose. Zinoma, gretimos briaunos bus vaizduo-
jamos kreivémis, turin¢iomis bendra galinj taska. Paprastajam jungiam ploks¢iam grafui
G = (V,E) su |V| =n, |E| =m ir veidu (valstybiu) skai¢iumi f galioja Eulerio lygybée

n—m+ f=2.
Is ¢ia isplaukia nelygybé
(11.2) m < 3n — 6.
IS tiesu, jei f; — skaicius veidu, apribotu ¢ > 3 briaunu, tai
f=f+fat-, 2m=3fs+4fs+---.

Vadinasi, 2m — 3f > 0. Istate § iverti i Eulerio lygybe, gauname (11.2).

Taigi, matome, jog vaizduodami didelius grafus plokStumoje, neiSvengsime briaunu
susikirtimu. Aisku, galétume iSvengti briaunos susikirtimo su savimi, briaunu su bendra

virsune susikirtimo, dvieju briaunu susikirtimo dukart ir daugiau kartu. Palyginkite
brézinius:

Kalbédami apie briaunu susikirtimus ¢ia iSvardintu atveju neturésime omenyje. Koks
gi yra minimalus briaunu susikirtimu skai¢ius paprastajam grafui? Pazymékime ji c¢r(G).
Grafo idéti su tokiu susikirtimu skai¢iumi vadinkime minimalivoju.

3 teorema. Teisingas jvertis i§ apacios

cr(G) > m —3n — 6.
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Irodymas. Tarkime, kad grafa G idéjome i plokstuma ir gavome cr(G) briaunu susikir-
timu. Susiskirtimo taskus prijunge prie virsuniu aibés, o jais apribotas briaunu dalis —
prie briaunu, gauname nauja grafa, kuris bus plokscias.

Naujojo grafo eilé lygi n’ = n + cr(G), briaunu skaic¢ius — m’ = m + 2¢r(G), nes
kiekviena naujoji virsuné yra ketvirto laipsnio. Pagal (11.2) gauname

m+ 2cr(G) < 3(n+ er(G)) — 6.

IS c¢ia isplaukia teoremos tvirtinimas. o

Pastebékite, kad cr(Kg) = 3. Jei m priklauso nuo n tiesiskai, tai 3 teoremos rezultatas
yra gana tikslus. Bendru atveju jis grubokas. 1973 metais P. Erdés ir R.K. Guy iskéle

hipoteze, kad
3

m
cr(G) > Coge €> 0,

kuria 1982 metais irodé visas biirys matematiku. Mes pateiksime tikimybini kiek tiks-
lesnio rezultato irodyma.

4 teorema. Jei paprastajam n eilés ir m didumo grafur m > 4n, tai

Irodymas. Nagrinékime minimalu grafo G idéjima i plokStuma. Tarkime, kad jame
vir§tinés atsiranda nepriklausomai su vienodomis tikimybémis 0 < p < 1. Gauname
atsitiktini grafa G,. Jo eilé n,, didumas m, ir susikirtimy skaicius X, = cr(G,) yra
priklausomi atsitiktiniai dydziai. Taciau 3 teoremos teiginys jam galioja. Gauname

X, —mp+3n, >6>0.
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Is ¢ia isplaukia sarysis vidurkiams

(11.3) EX, — Em, + 3En,, > 0.

Suskaiciuojame juos

En_pn, Em,, = mp?, EX, = pler(@).

Sunkiau pastebima paskutiné lygybé argumentuojama tuo, kad naujajame grafe susikirti-
mas atsiranda senojo vietoje, jei pasirodo visos keturios briaunu galinés virsunés. Dabar
istate 1 (11.3), gauname

per(G) — p*m + 3pn > 0.

Vadinasi,

|
%l ¢

Parinke p = 4n/m, i§ ¢ia gauname reikiama jverti. o

I$ tiesu, grazus irodymas!
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